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Um erro comum no tracade de diagramas de Nyquist

Paulo J. S. G. Ferreira

Resumo — No decurse da minha actividade docente notei uma

incorrec¢ao bastante divulgada no tracado de certo tipo de
diagramas de Nygquist, ou diagramas polares. O erro surge
quando a funciio cujo tracado se pretende obter é uma fracc¢io
racional de tipo ndo nulo (isto é, tem um pélo simples ou
miltiplo na origem). O objectivo deste artigo é corrigir esse
erro, que pode causar alguma confusido a alunos que se encon-
trem a estudar o assunto.

Abstract — There is a common misconception regarding
Nyquist plots, or polar plots, of rational functions of nonzero
type. The plots often show branches which tend to infinity
while approaching either the real or imaginary axis. In this
note it is shown that this is incerrect in general. The reasons
behind this misconception are clarified.

1. TRACADOS DE NYQUIST

O diagrama (ou tragado) de Nyquist de uma fungdo com-
plexa de varidvel complexa H (s) é o lugar geométrico,
no plano complexo, dos pontos' {ReH (jw), ImH (jw)} em
fungdio de s = jw.

Na prética, a fungio H (s) € frequentemente um quociente
de polinémios em s com coeficientes reais. Para qualquer
destas funcdes tem-se H*(s) = H(s"), e logo

H*(jw) = H(=jw)- (1

Se D for um qualquer conjunto de pontos do plano com-
plexo, o conjunto D* formado pelo conjugado de todos
os pontos de D pode obter-se geometricamente realizando
uma simetria em relag@o ao eixo real.

Este facto e a equacdo (1) significam que o diagrama de
Nyquist de um quociente de polinémios de coeficientes
reais fica definido pelo tragado parcelar para valores de
w ndo negativos. O tragado para valores negativos de w
obtém-se deste realizando uma simetria em relagdo ao eixo
teal. Para facilitar a leitura dos tragados é comum orientd-
los, tomando o ponto correspondente aw = 0 como origem
€ 0 ponto correspondente a w — 00 COMO término.

II. O ERRO

Existe um erro bastante divulgado no tragado de certo tipo
de diagramas de Nyquist. Para perceber em que consiste 0
erro considerem-se os seguintes exemplos.

Exemplo I: Esboge o diagrama de Nyquist de

H(s) = s—l—l‘

8

yac:
d D651gpamos por Res e Ims, respectivamente, a parte real e o coeficiente
a parte imagindria do complexo s. A unidade imagindria ¢ representada
. pela letra j.

Fig. | - Tragado de Nyquist de H(s) = (L+s)/s.

Fig. 2 - Tragado habitual (e incorrecto) para H (s) = (L +s)/s.

Temos
. 1+ jw 1
H(jw) = .wJ =1-j=
Logo,
ReH (jw) = 1,
. 1
ImH (jw) = ——.
w

O lugar geométrico dos pontos do plano complexo descritos
quando w percorre (0, 00) € portanto uma semirecta vertical
que termina no ponto (1, 0) (figura 1).

A aplicagdo de certas regras gerais de tragado, que poste-
riormente criticarei, conduz a um tragado incorrecto, seme-
Jhante ao representado na figura 2.

Exemplo 2: Esboge o diagrama de Nyquist de

s+1
H(s)=——

8

Neste caso, tem-se

14 jw
— w2

Hjw) =
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Fig. 3 - Tragado de Nyquist de H(s) = (1 + s)/s2.

Fig. 4 - Tragado habitual (e incorrecto) para H(s) = (1 4 5)/s>.

pelo que
ReH(]w) = _ioa
w?
. 1
ImHA (jw) = ——.
w

Qual é a equacgdo desta curva? Tomando, para simplificar a
notacdo, z = ReH (jw) e y = ImH (jw), tem-se

1
Tr = —E,
1 o
y=-—
w
Eliminando w obtém-se
z = —y2.

Esta pardbola estd representada na figura 3. O tracado habi-
tual (e incorrecto) seria semelhante ao que se apresenta na
figura 4.

Praticamente todos os livros sobre controlo cldssico des-
crevem regras para o tracado destes diagramas. Veja-se,
por exemplo, o livro de D’Azzo e Houpis [1], ou qualquer
das edi¢des [2], [3] do livro de Dortf,

A incorrec¢do manifesta-se de uma maneira curiosa: a
curva errada aproxima-se progressivamente do eixo hori-
zontal a medida que w — 0. Na realidade, nos tracados
correctos isto pode ndo acontecer. No primeiro exemplo,
a parte real dos pontos pertencentes ao tragado € sempre
unitdria, mantendo-se por isso a uma distancia fixa do eixo
y. Nos restantes exemplos, a curva gfasta-se mesmo cada
vez mais dos eixos quando w — 0.

[II. CAUSA DO ERRO E CORRECCAO

O erro que aponto deve-se & utilizacdo do seguinte argu-
mento. Seja H (s) uma frac¢do racional de tipo n (n um
inteiro néo negativo), isto €, o quociente de dois polindmios
sem zeros comuns e da forma

P(s)
H(s) = ——.
SHQ(S)
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Assumo, para simplificar, que os polinémios t€m coeficiey.
tes reais.

Se H(s) é uma fraccio racional de tipo n entdo o com. -
portamento do tracade de Nyquist quando w — 0 obtém-ge *
estudando

Pjw) . ;
im-———— = lim M (w em(“’),
w0 (jw)"Q(w)  w—0 (@)

onde M (w) designa o médulo

| P
M = ‘(jw)ﬂ@(jw)‘
e ¢(w) o argumento de
Pjw)
(jw)"Q(jw)
O limite
M) = 1 | PG
li ) = B |

n#o existe (¢ infinito).
As hipéteses acerca de P(s) e Q(s) implicam que P(0)
@(0) sejam reais ndo nulos. Logo,

i
lim ¢(w) = inteiro x —.
w—0 2

A concluséo errada que € comum extrair € fruto da seguint
sequéncia de raciocinios correctos.

e Um ponto do plano complexo cujo argumento € um
miltiplo de w/2 é um ponto de um dos eixos real o
imagindrio.

e Considerando argumentos em [0, 2] apenas, se 0 at:
gumento de s for O entdo s é um real positivo; se fo
/2 é um imagindrio puro com coeficiente positivo; §
for m € um real negativo; se for 37 /2 € um imagindrif
puro com coeficiente negativo. ;

e Quando w — 0 o argumento de uma frac¢io raciong
H (s) tende para um mdltiplo de 7/2.

Concluséo errada em geral: quando w — 0, o diagra
de Nyquist de uma fraccdo racional H(s) aproxima-se
um dos eixos (real ou imagindrio), por valores positivos
negativos.

Para verificar que esta afirmagio ¢ errada pode pensar
do seguinte modo. Se a fracgdo racional tiver pélos na o
gem, ¢(w) tende de facto para um multiplo de 7/2 quan
w tende para zero, mas 0 médulo M (w) tende para infinitQ®
E este dltimo factor que torna invélida a concluséo, cof
alids os exemplos dados mostram claramente.

No primeiro desses exemplos, que se refere a uma frac
de tipo 1, com um pélo simples na origem, o tragado Ngg
se aproxima do eixo imagindrio quando w — 0 (todo )
pontos do tragado tém parte real unitdria!). Contudo, $le
tende de facto para 37 /2.

No segundo exemplo, para uma fracgdo de tipo 2, COM ;s
p6lo duplo na origem, o tragado é parabélico ¢ afasta-S
qualquer dos dois eixos (real ou imaginério), quando
0. Isto apesar de ¢(w) convergir, neste caso, para 7.
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IV. CONCLUSAO

Considere-se a sucessdo de complexos definida por
n — ]\/[nej(ZSﬂ .

Se o limite desta sucessdo for um ponto situado sobre um
dos eixos (real ou imagindrio) do plano complexo, a uma
distincia finita da origem, entfio a sucessio ¢y, convergird
necessariamente para um multiplo de 7 /2.

Contudo, pode acontecer que a sucessdo ¢, convirja para
ym mdltiplo de 7/2 sem que s, convirja para um ponto
dos eixos real ou imagindrio. Qualquer dos exemplos ante-
riormente discutidos prova este facto. E claro que entdo o
médulo dos s, crescerd ilimitadamente com 7, ou seja, o
limite dos 8y, € 0 ponto no infinito.

A sucessdo s, pode aproximar-se do ponto no infinito,
mantendo-se ¢,, convergente para um multiplo de /2, sem
que isso implique que a aproximagdo ao ponto no infinito se
faga, no limite, sobre o eixo real ou sobre o eixo imagindrio.

Este facto obriga a algum cuidado no tragado de diagramas
de Nyquist de certas fungdes H (s). Neste artigo examinei
o assunto em detalhe e chamet a atengdio para um €rro co-
mum existente na bibliografia sobre o assunto. Espero que
esta discussdo seja Gtil aos alunos que estudam o assunto, €
que potencialmente se poderdo confrontar com o problema,
sobretudo se usarem como auxiliares de tracado programas
como o Matlab [4].
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