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Resumo - Nos Ultimos dois anos a Universidade de Aveiro
esteve presente no Campeonato Internacional de Robdtica
Movel realizado no &mbito de um Festival de Ciéncia e
Tecnologia que ocorre anualmente em Franga desde 1994.
Numa das provas deste campeonato os robots tém de seguir,
de forma auténoma, uma linha cujo tracado desconhecem.
Com vista a melhorar o desempenho da nossa participacdo
foi desenvolvido um modelo matematico que permite,
através de sessbes de simulacdo, identificar problemas de
estabilidade e de controlabilidade do robot bem como testar
possiveis solu¢des para os resolver antes da sua construgao.

Neste artigo descreve-se 0 modelo matematico desenvolvido
e apresenta-se uma realizacdo pratica, usando MATLAB, de
um simulador nele baseado. E ainda apresentado um
exemplo de aplicagéo.

Abstract - In the last two years the University of Aveiro has
participated in the Mobile Robotics International
Championship in France. In this championship the robots
have to autonomously follow a line among other tasks. In
order to improve the performance of our participation a
mathematical model has been developed that allows, through
the use of simulation, to identify problems related to the
stability or controlability of the robot as well as to test
possible solutions before the robot is actually built.

In this paper the referred mathematical model is presented
as well as an implementation of a simulator based on such
model using MATLAB. A case sudy is also presented.

I. INTRODUGAO

A construcdo de robots auténomos é uma actividade com
um forte caracter interdisciplinar. Quando essa actividade
é desenvolvida no final de um curso de engenharia, por
exemplo a nivel de um projecto de fim-de-curso, tal
obriga a que sejam revisitados e aplicados conceitos de
variadas areas. Este facto torna a construcdo de pequenos
robots autonomos uma actividade de considerdvel valor
pedagdgico contribuindo para sedimentar conhecimentos
adquiridos ao longo do curso.

E, de certo modo, com a intencdo de aproveitar esta
mais-valia pedagdgica que alguns docentes do DETUA se
vém empenhando na utilizacdo de pequenos robots como
objecto de trabalhos curriculares. Por exemplo, o robot
que representou a Universidade de Aveiro na edi¢do de 97
do Campeonato Internacional de Robdtica Mdvel organi-
zado em Franca no ambito de um Festival de Ciéncia e
Tecnologia foi construido por um grupo de dois

estudantes da Licenciatura em Engenharia de Electrénica
e Telecomunicac@es na disciplina de Projecto.

O trabalho apresentado neste artigo tem como objecto os
robots destinados a participagdo no referido Campeonato
0s quais tém, basicamente, de seguir uma linha tragada no
chdo. O seguimento da linha é, de facto, um problema de
controlo e, tal como na generalidade desses problemas, é
muito importante caracterizar o sistema a controlar (al-
guns exemplos simples de caracterizacdo poderdo ser
encontrados em [1]). O objectivo principal deste artigo &,
pois, caracterizar o sistema robot-linha de modo a
construir-se um modelo matematico que permita determi-
nar a trajectoria do robot ao deslocar-se sobre a linha,
dada uma posicdo inicial e dado um determinado
algoritmo de controlo.

Tal modelo podera ser util, por exemplo, para o estudo
do desempenho de varios algoritmos de controlo antes de
o robot estar efectivamente construido. Podera, ainda, ser
atil na identificacdo precoce de caracteristicas fisicas com
impacto negativo na estabilidade do seguimento da linha.

Por ultimo, este trabalho é mais um exemplo da
interdisciplinaridade acima referida envolvendo conceitos
de Electromecénica (modelos de motores DC), de Fisica
(Cinematica e Dindmica) e de Geometria Analitica.

A construcdo efectiva do robot, que estd para além do
ambito deste artigo, requer um conjunto ainda mais
alargado de conceitos abrangendo areas como o Controlo,
Instrumentacdo, Electrénica Digital, etc..

No capitulo seguinte apresentamos 0s pressupostos em
que o trabalho assenta. No capitulo Ill analisamos a
dindmica do robot. No capitulo IV estudamos a geometria
do seguimento de um linha recta por um robot e apresen-
tamos o0 modelo bésico para esse robot. No capitulo V
descrevemos um simulador baseado no referido modelo e
apresentamos um conjunto de extensdes que tornam o
modelo mais genérico. No capitulo VI é descrito um
exemplo de utilizacdo do simulador e, finalmente, no
capitulo VII sdo apresentadas algumas conclusdes.

Il. PRESSUPOSTOS BASICOS

Este trabalho ndo tem a pretensdo de apresentar um
modelo que sirva para qualquer tipo de robot que siga
qualquer tipo de linha. De facto, um modelo assim téo
genérico seria muito dificil, sendo impossivel, de obter.

Assim, o modelo de robot subjacente a este artigo baseia-
se em controlo diferencial de direccdo com duas rodas



motrizes acopladas a dois motores DC controlados de
forma independente.

Quanto a linha seguida pressupde-se que é composta
apenas por segmentos de recta e arcos de circunferéncia
unidos de forma suave, i.e., sem bicos. Note-se, ainda, que
se pressupde a utilizagdo de um controlador digital que
retira periodicamente amostras dos sensores de linha e que
gera, & mesma cadéncia, a devida actuagdo nos motores.

Resta dizer que todas as grandezas referidas ao longo
deste trabalho se devem exprimir em unidades do Sistema
Internacional.

I11. DINAMICA DO ROBOT

Neste capitulo vamos utilizar um conjunto de conceitos
de Cinemdtica e Dindmica cuja explanacdo podera ser en-
contrada em qualquer manual de Fisica, capitulo de Me-
canica. Apenas como exemplo fazemos referéncia a [2].

Ao longo deste trabalho a estrutura mecanica do robot é,
sem perda de generalidade, reduzida a um eixo rigido de
comprimento b com uma roda motriz independente em
cada extremo. O robot é equilibrado na posic¢ao horizontal
com a utilizacdo de uma ou mais rodas “malucas” (fig. 1).

A. Cinematica

A rigidez do eixo das rodas do robot limita o tipo de
movimentos que este pode efectuar. De facto, apenas sdo
possiveis rotagcbes em torno do ponto central do proprio
eixo das rodas O e translagdes no sentido longitudinal do
robot. Contudo, combinando estes movimentos, é possivel
levar o robot a efectuar rotagdes em torno de qualquer
ponto C situado sobre a linha que contém o eixo das
rodas. Fazendo este ponto C variar ao longo do tempo é
possivel descrever qualquer tipo de trajectéria planar.

Assim, considerando que o robot, num dado instante,
descreve uma rotagdo em torno de um ponto arbitrario C,
a cinematica do movimento do robot pode ser descrita
através das equagBes 1 em que w e v designam
respectivamente a velocidade angular e linear do robot, r¢
0 raio de curvatura e v, e vg as velocidades das rodas
motrizes [2] (fig. 1). Note-se que a velocidade angular de
qualquer ponto do robot é igual, em cada instante.
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Fig. 1 - Modelo da estrutura mecanica do robot.

Das equagBes 1 facilmente se podem deduzir as
expressdes que relacionam as velocidades angular e linear
do robot com as velocidades lineares das respectivas rodas
motrizes (equacgoes 2).

Vg — V| vo VRtV @
b 2

Na analise que se segue sera usada esta decomposi¢édo do
movimento do robot nas duas componentes basicas: rota-
¢do, associada a respectiva velocidade angular, e transla-
¢do, associada a velocidade linear. A componente de rota-
¢do, considerada sozinha, refere-se sempre a rotacGes em
torno do ponto central O, i.e., do centro do eixo das rodas.

W=

B. Dindmica

Os movimentos do robot surgem como resultado da
aplicacéo de tensdes DC em cada motor, fazendo aparecer
um determinado binario em cada roda motriz. Estes
binarios séo convertidos pelas prdprias rodas em forcas de
traccdo paralelas ao chdo que obrigam o robot a descrever
uma certa trajectéria. Desta forma, do ponto de vista da
Dinamica, o robot pode ser visto como um corpo rigido
sobre o qual actuam duas forcas paralelas, Fr e F,
aplicadas uma em cada roda (fig. 2). Estas forcas
constituem um sistema que pode ser substituido por uma
resultante F posicionada no ponto de aplicacdo A de
modo que o binario total T relativo a qualquer ponto se
mantenha inalterado (equagbes 3) [2]. Note-se que rg
representa a abcissa de A relativamente ao centro do robot
medida sobre o eixo dos motores.

. b FRR-F
T=3"F-F) =g 5 O

Para estabelecer as equagBes do movimento do robot
devemos ter em atencdo a sua massa M e momento de
inércia J relativo ao centro de rotagdo O. Sendo B, o
coeficiente do atrito que o robot tem de vencer no seu
movimento de translagéo e B,, 0 mesmo para 0 movimento
de rotacdo, e considerando que estes pardmetros séo
aproximadamente constantes na zona de velocidades em
que o robot devera trabalhar [3] podemos, entdo,
estabelecer as equacdes 4 e 5.

dv

M—=F—B,*v
dt

(translacdo)  (4)

(rotacéo) (5)

Fig. 2 - Diagrama das forgas de tracg&o em jogo no robot



Contudo, devido as caracteristicas dos motores DC, as
forgas geradas Fr e F| dependem das velocidades de cada
roda vg e v,. Consequentemente, também F e T dependem
de v e w respectivamente. Para se terem em conta estas
dependéncias de forma a resolver convenientemente as
equacdes 4 e 5 é necessario usar um modelo apropriado
para os motores DC.

Antes de introduzirmos o modelo dos motores DC que
ser4 usado podemos estabelecer j& as relagdes entre a
resultante F e bindrio total T e os binarios gerados por
cada motor Tr e T_ (equagbBes 6). Note-se que r,
representa o raio das rodas motrizes.

|::|:R+|:L=M Tr =T

T=2(Fy-F)=o- Tl (6)
Tw 2 2 T
O modelo que normalmente é utilizado para pequenos
motores DC com magnete permanente ([1], [3] e [4])
baseia-se na proporcionalidade por um lado, entre o
binario gerado T,, e a corrente i que circula no motor e por
outro lado, entre a forga-contra-electromotriz gerada e, e
a velocidade de rotagdo wy, do préprio motor (equacOes
7). Note-se, ainda, que ambas as constantes de
proporcionalidade Ky e K, sdo numerica e dimensio-
nalmente iguais em motores pequenos pelo que podemos
substitui-las por uma sé constante do motor, K,.
T, = Ky *i en = K, *w, Ki=K,=K, (7)
Considerando que o enrolamento do motor tem uma
resisténcia electrica R e inductancia desprezavel e que os
pardmetros dos dois motores utilizados sdo iguais
podemos, entdo, escrever as equacdes 8. Note-se que eqy €
€, S80, respectivamente, as tensdes média e diferencial
aplicadas aos motores (como definido nas equacGes 9) e
que v e w sdo conforme definidos nas equacdes 2.
As equacdes 8 estabelecem a dependéncia da resultante
F e do binario total T relativamente, por um lado, as
tensdes DC aplicadas aos motores e, por outro lado, as
velocidades actuais de translacdo e rotacdo do robot.

2K K bK K
F=—0= [eam ——mvj =—m(ead ——mbw) (8)
r,R W 2r,R Iy
e +€
€am = % €ad = €ar —€aL ©)

Finalmente, introduzindo as equacfes 8 nas equacgdes 4 e
5 obtemos as equacgdes 10 e 11 que descrevem a dindmica
do robot e que permitem determinar o seu movimento
quando sdo aplicadas tensdes DC nos motores de tracgéo.

2
% =2rLF:‘*eam _(erTmR+ BVJ *v  (translagao) (10)
w w
Jdw _ bKpy b%K,,’ B |« .
dat 2R R )" (rotecio) (1)
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A resolucdo destas equagdes diferenciais permite deter-
minar a evolucdo temporal das velocidades do robot.
Aplicando um degrau de tensdo a ambos 0s motores as
velocidades evoluirdo exponencialmente para valores fi-
nais constantes, respectivamente vss € Wss (€q. 12 e 13).

v(t) = vgg (1—e‘““)+v(0‘)*e‘”’v (12)

W(t) = Wgs (l_ et/ ) +w(07) * g U7y 13)

Os valores finais vss € Wss podem ser obtidos através das
equacdes 10 e 11 resultando nas expressdes 14 e 15.

2K, bK,
r,R N 2r,R N (14)
Veg = 2 €am Wss="5. > € €
K g Kn” g, ()
rWZ R \ 2rW2 R w

Da mesma forma, as constantes de tempo # e 7,
(translacdo e rotacdo respectivamente) podem ser obtidas
através das expressoes 16.

3 M B J
P K 2 (16)
> —+ B, >+ By
r, R 2r,°R

IV. GEOMETRIA DO SEGUIMENTO DE LINHA

Para que o robot descrito na figura 1 seja capaz de seguir
uma linha tragada no chédo é necessério que seja dotado de
sensores apropriados. Neste artigo parte-se do principio
de que existe uma barra de sensores colocada a frente do
eixo das rodas e paralela a ele (fig. 3). Esta barra de
sensores permite ao robot obter uma medida do seu desvio
relativo a linha e desenvolver as acgdes correctivas
necessarias.

A caracterizacdo precisa do desvio do robot relati-
vamente a linha requer duas medidas independentes, o
desvio linear d e o desvio angular « (fig. 3). A primeira é
uma medida do deslocamento da linha face a posi¢do do
robot enquanto a segunda é uma medida da diferenca
angular entre as orientagfes da linha e do robot. A
trajectéria seguida pelo robot coincidira com a linha
guando ambas as medidas d e « forem 0.

No modelo usado neste trabalho, o desvio medido
directamente pelos sensores e contém informacao relativa
aos dois desvios atrds referidos conforme descrito na
expressdo 17. Note-se que e=0 ndo implica que ambos os
desvios sejam nulos, d=a=0. No entanto, fazendo o robot
avangar constantemente, qualquer algoritmo que minimize
e poderd levar a trajectdria do robot a convergir para a
linha. Sem prejuizo de coeréncia, até final deste artigo
passaremos a utilizar a expressdo desvio linear para
designar o desvio medido pelos sensores e.

y
o
Sensores de x\
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0]
Linha

Fig. 3 - A disposic&o dos sensores de linha




e= d__ ry tan(«) 7)
cos(a)

De modo a analisar o movimento do robot sobre a linha
devemos relembrar que esta subjacente uma abordagem
de controlo digital. Segundo esta abordagem, os sensores
de linha sdo amostrados a uma determinada cadéncia fs.
Durante o periodo de amostragem ts (=1/fs) sdo calculadas
as tensbes DC a aplicar aos motores e que levardo o robot
a descrever uma curva. Esta curva terd comprimento Ic e
cobrird um angulo ac. Estes valores podem ser obtidos
através da integracdo das equacgbes 12 e 13 durante um
periodo de amostragem, i.e., de t=0 a t=ts. Tomando o
inicio do periodo como origem dos tempos (t=0), as
funcdes que descrevem o espaco percorrido e o angulo
descrito sdo dadas pelas expressdes 18 e 19.

o (t) =Vsst + (V(07) —Vss) 7, (1_ et/ ) (18)

ac (t) = Wgst + (w(07) — Wss)Tw(l_ efmw) (19)

A curva resultante apresenta um raio rc que varia ao

longo do tempo e que pode ser calculado directamente a

partir das equagdes 12 e 13 conforme descrito nas

equacdes 20. Repare-se que rc(t) também converge
exponencialmente para um valor final constante ress.

re(t) = % Tess = s (20)

A trajectéria seguida pelo robot durante cada intervalo
de amostragem pode ser determinada considerando
intervalos de tempo infinitesimais dt durante os quais o
robot descreve arcos de circunferéncia de comprimento
dlc e abertura dac. Assim, para cada ponto P, da
trajectoria € calculado um novo ponto P,.; dado pelo
anterior mais o deslocamento em arco de circunferéncia.

No entanto, para o objectivo deste trabalho basta uma
aproximacdo a trajectéria real pois isso é suficiente para
permitir estudar o desempenho de diferentes algoritmos de
controlo bem como para identificar caracteristicas fisicas
com importancia no desempenho do robot. Assim,
poderemos considerar, em vez do intervalo infinitesimal,
um intervalo de duragdo finita At a que chamaremos
intervalo de integracdo. Durante este intervalo considera-
-se, entdo, que o robot descreve um arco de circunferéncia
de comprimento Al¢ e abertura Acac. O raio de curvatura é
constante e sera dado por re=Alc/Aac que representa um
valor médio de r(t) durante o intervalo de integracao.

Convém, no entanto, notar que o erro na determinagdo da
trajectoria causado pela utilizacdo de um intervalo de
integracdo finito At é cumulativo. Contudo, a utilizacdo de
um intervalo suficientemente pequeno para que 0s
movimentos correctivos efectuados pelo robot nesse inter-
valo sejam minimos permitird que a trajectoria calculada
se aproxime da real pelo menos até uma certa distancia.

Do ponto de vista geométrico, o problema do seguimento
de linha pode ser colocado da seguinte forma: "Dada uma
leitura inicial dos sensores de linha e; e um desvio angular
inicial o5 bem como o consequente movimento correctivo
desenvolvido pelo robot, i.e., um arco de circunferéncia
de comprimento Alc e abertura Aac, qual serd a nova

leitura dos sensores de linha e; e 0 novo desvio angular o
no final desse trajecto correctivo?" (fig. 4).

A solucdo geral deste problema para qualquer tipo de
linha é impossivel. Assim, é necessario introduzir algum
cohecimento prévio sobre a linha a ser seguida. Neste
capitulo apenas se considerardo linhas rectas. No préximo
capitulo introduziremos linhas com segmentos em arco de
circunferéncia.

Pela andlise da figura 4 é possivel estabelecer as
equacgdes 21. Note-se que rl; e rl sdo as ordenadas dos
pontos I; e | relativas a O e O’, respectivamente. Por sua
Vez, rs € a distancia dos sensores ao eixo das rodas.

e.
= ! + I’S
tan(c;) (21)
s =0 + Aac

e; =(rly —rg)tan(ey)

r;

Este problema consegue-se resolver determinando
primeiro rl; e posteriormente e;.

Sendo L o ponto de interseccédo entre os eixos longitudi-
nais do robot nas posicdes inicial e final, e R a projec¢éo
do ponto I; sobre o eixo longitudinal na posicdo inicial, a
determinacdo de rl; pode ser feita usando trés distancias
auxiliares: dA a partir do triangulo (C O L) ou (C O' L),
dB e dD a partir do tridngulo (L R If). As expressdes para
estas distancias encontram-se nas equagoes 22. Relembre-
mos, ainda, que rc=Alc/Aac.

dA=r¢ tan(Aac /1 2)
dB = (rl; +dA)sin(Aac) (22)
dD = (rl; +dA)cos(Aac)

Usando o tridngulo (I; R I), podemos escrever a equacao

23 a partir da qual podemos obter rls em funcéo de rl;.
dB

tan(e;) = ——— 23

(i) rl, —-dA-dD (23)

Substituindo rl; pela primeira expressdo de 21 obtemos a

expressdo que relaciona rl; com e;. Inserindo esta expres-

s8o na terceira expressdo de 21 obtemos a expressao final

dD

dA

N linha

Fig. 4 - A geometria do seguimento de uma linha recta.



3 (ei +tan(e;)(rs — re tan(Aac /1 2)
" cos(Aag)(tan(e) + tan(Aac )

24 para e; em funcéo de e;, o, Ao € Alc.

Esta expressdo permite obter uma resposta directa ao
problema geométrico do seguimento de uma linha recta tal
como exposto atras. Repare-se que a sequéncia de valores
para o desvio medido pelos sensores e permite determinar
a trajectdria do robot referida a linha.

V. CONSTRUCAO DE UM SIMULADOR

Baseado no modelo apresentado atrds é facil construir
um simulador que imite um robot a deslocar-se sobre uma
linha. A figura 5 mostra um diagrama de blocos do
sistema a simular [5].

A simulagdo do sistema consegue-se repetindo ciclica-
mente a seguinte sequéncia de operaces:

1- Baseado na leitura dos sensores de linha (g;), o
algoritmo de controlo gera tensdes DC (g4 € €sr)
que serdo aplicadas aos motores.

2- De acordo com as equagfes que descrevem a
dindmica do robot, estas tensdes DC causam um
certo movimento ao robot com componentes de
translacéo e rotagdo (v e w).

3- Este movimento leva o robot a desenhar uma
trajectoria (comprimento Ic e angulo o).

4- Usando 0 modelo geométrico para o seguimento de
linha, essa trajectoria determina um novo desvio
que se reflectirA num novo valor de leitura dos
sensores (ey).

Ao longo da restante parte deste capitulo descreveremos
algumas questfes relacionadas com o simulador e com
extensGes ao modelo que lhe conferem mais versatilidade.

A. A resposta dos sensores de linha

Num caso geral, os sensores de linha usados poderdo ndo
apresentar uma resposta linear. Quando tal linearidade nao
existe é necessario ter em conta que a entrada efectiva
para o controlador ndo é o desvio da linha medido sobre a
barra de sensores mas sim uma funcdo desse valor.
Chamamos-lhe funcdo sensor e tem uma influéncia
consideravel no desempenho global do robot.

Um critério basico que a fungdo sensor tem de cumprir é
0 de ser monotona por forma a evitar minimos locais.
Como exemplo de ndo-linearidades comuns temos a res-
posta quadratica, a saturacao e a resolucdo espacial finita.

+ Funcéo Dindmica
>( )> x S
Desvio . |controlo | tenggo p& |40 7000t | | Triectsria
pretendido nos motores do robot
(=0)
. Funcéo Sensor

Desvio
relativo
4 linha Linha S

Fig. 5 - Diagrama de blocos de um robot que segue uma linha

—rctan(Aoc 12) - rsj tan(a; + Aag) (24)

Mudando apenas a funcdo sensor podemos facilmente
testar o efeito da utilizacdo de diferentes tipos de sensores
ou de diferentes arranjos entre os sensores de linha.

B. O algoritmo de controlo

A funcdo do algoritmo de controlo é a de fazer o robot
convergir para a linha. Assim, de acordo com as leituras
dos sensores de linha, o algoritmo deve gerar as tensdes
DC apropriadas para aplicar aos motores.

O algoritmo de controlo, ou funcéo de controlo, é de im-
portancia fundamental no desempenho do robot. Podera,
também, ser usado para compensar eventuais efeitos nega-
tivos causados por determinadas caracteristicas fisicas.

Como ja foi referido, ndo esta no dmbito deste trabalho
estudar os algoritmos de controlo aplicaveis nesta
situacdo. Contudo, uma abordagem possivel serd a de
manter a velocidade linear aproximadamente constante e
controlar a velocidade angular do robot de forma a fazé-lo
virar para o lado em que se encontra a linha. Isto pode ser
conseguido com um algoritmo proporcional simples em
que a tensdo media e,y a aplicar aos motores ¢ mantida
constante e a tensdo diferencial e,y é forcada a variar de
acordo com a leitura dos sensores de linha e: ey, =
constante, e,q = K,*e onde K, € a constante proporcional.
As tensdes a aplicar a cada motor sdo obtidas invertendo
as equacBes 9. Em muito casos poderd ser benéfico
utilizar também uma componente derivativa pelo que a
expresséo para e,q passaria a ser: e, = Kpy*e + Kg*e' em
que Ky é a constante derivativa e €' representa uma
aproximacdo discreta da derivada da leitura dos sensores
e.

Tal como com a funccdo sensor, também é possivel
utilizar o simulador com diferentes fungdes de controlo
permitindo comparar os desempenhos obtidos e afinar os
respectivos parametros.

C. Limites fisicos

Dependendo do algoritmo de controlo e dos sensores
utilizados, a saida da fungdo controladora podera ir além
dos limites fisicos do robot, por exemplo, tentando impor
nos motores tensdes DC superiores a maxima tensdo
disponivel. Por esta razdo, é necessario converter 0s
valores de saida da fungdo controladora, tensées média e
diferencial, nos valores das tensdes individuais a aplicar a
cada motor e verificar cada um destes contra 0s
respectivos limites fisicos. No caso de haver truncatura é
necessario reconverter os valores truncados nos novos
valores médio e diferencial que serdo fornecidos ao passo
seguinte do simulador.

Outro limite fisico muito importante € o comprimento da
barra de sensores de linha. Esse comprimento determina o
desvio maximo que o robot pode tolerar sem perder
definitivamente a linha. Assim, as leituras dos sensores



sdo constantemente verificadas contra este limite e quando
este é ultrapassado a simulagdo termina significando que o
robot perdeu a linha.

D. Espaco percorrido sobre a linha

No capitulo IV apresentou-se a expressdo 18 que permite
obter o espago percorrido pelo robot na sua trajectoria
sobre a linha, bastando para tal acumular os comprimentos
dos arcos 4lc. Contudo, é também muito Gtil saber qual o
comprimento de linha que o robot ja percorreu. Este
comprimento deverd ser calculado para cada arco de
circunferéncia descrito pelo robot durante cada intervalo
At. O comprimento total | serd a acumulagdo dos
comprimentos parciais Al.

Deste modo, ao arco de circunferéncia (dlc, Aac)
descrito pelo robot em At corresponde uma corda (O O’)
com comprimento Al' (fig. 6). Este comprimento pode ser
obtido pela expresséo 25, relembrando que rc=Alc/Ac.

Al'=2rc sin(Aag 1 2) (25)

Para obter o correspondente comprimento de linha basta
rebater sobre esta a corda (O O’) obtendo-se um
comprimento  Al=Al"*cos(f) em que S é dado por
P=(ai+a)l2. A expressdo final para este comprimento é
dada pela equacéo 26.

Al =21 sin(Aag 1 2) cos(e; + Ao [ 2) (26)

E. Seguimento de curvas

O modelo geométrico descrito no capitulo IV s se
aplica ao seguimento de linhas rectas. Contudo, com uma
pequena adaptacdo é possivel utilizar 0 mesmo modelo
para linhas em arco de circunferéncia. O procedimento é o
seguinte, ap6s calcular a nova leitura dos sensores como
se 0 robot estivesse sobre uma linha recta é aplicada a esta
leitura uma correccdo que tome em conta o desvio
suplementar causado pela curvatura da linha.

Parte-se do principio de que a linha é composta por
varios segmentos que poderdo ser rectilineos ou curvos
em arco de circunferéncia. Cada segmento correspondera
ao pedaco de linha percorrido durante o intervalo de

Fig. 6 - Comprimento da linha percorrido pelo robot

integracdo At e compreendido entre o ponto de intersecgéo
da linha com os sensores na posicdo inicial (g;) e o ponto
de intersecgdo da linha com os sensores na posic¢éo final
(e). Assume-se, ainda, que em cada intervalo de
integracdo o respectivo segmento é rectilineo ou é um
arco de circunferéncia. Entretanto, note-se que 0s varios
segmentos unem-se de forma suave pelo que as
respectivas tangentes em cada ponto de unido tém de
coincidir. Na figura 7 esta representada esta situagdo em
que a linha contém um segmento rectilineo inicial (linha
1), passa por um arco de circunferéncia de raio r, e
abertura S e termina com outro segmento rectilineo (linha
2). O numero de arcos de circunferéncia consecutivos
com 0 mesmo ou outro raio podera ser qualquer dando
uma grande liberdade na construcéo de configuragdes da
linha.

Em geral, conforme se pode também ver na figura 7,
num arco de raio r_ e abertura B, ao fim de um
comprimento tangencial |; a curva recolhe para o interior a
distancia d medida na perpendicular a tangente. As
equagBes 27 permitem quantificar e relacionar estes
valores de forma aproximada.

d/l ~tan(B/2) p=arcsin(l, /) 27)

A aproximagdo cometida em (27) equivale a afirmar que
li-(ef-ef)sin(as) ~l;. Se impusermos a limitagdo de permitir
apenas curvas relativamente abertas (e.g. raio r_superior a
0.5m) entdo o angulo B é normalmente muito pequeno,
tipicamente inferior a 0.1rad, logo (ef’-ef)<<lI; para uma
gama vasta de || pelo que a aproximacao se torna valida.

O comprimento |, pode ser obtido a partir do compri-
mento de linha percorrido 4l (eq. 26) e das distancias
auxiliares I1 e 12 conforme descrito nas equages 28.

L =Al+12-11
I1=rg cos(e;) — & sin(e;) (28)
12=rg cos(a;)—e; sin(ay)

Os valores e; e ¢ utilizados nas equagfes 28 referem-se
aos valores obtidos segundo o modelo da linha recta.
Pretendemos agora obter os novos valores e e o que

linha 2

Fig. 7 - Seguimento de linhas em arco de circunferéncia.



resultam da curvatura da linha.

Recorrendo, mais uma vez, a limitagdo atrds imposta
para o raio de curvatura da linha (r.>0.5m) entdo também
podemos considerar que ef- e ~ d pelo que os valores
para e’ e o’ poderdo ser obtidos a partir das equagdes 29,
usando os resultados das equacgdes 26, 28 e 27.

ai'ma; +f e;'~e; +d (29)

F. Perturbacdes na linha

Quer a existéncia de pequenos objectos sobre a linha
quer imperfeicdes no tracado desta poderdo causar erros
nas leituras dos sensores. Uma vez que essas situacdes
poderdo efectivamente ocorrer, por exemplo, no Campeo-
nato referido no resumo deste artigo o robot poderia ter de
passar sobre algumas bolas de bilhar colocadas na linha, é
importante ter uma ideia do comportamento do robot.

Contudo, a caracterizacdo exacta da reaccdo do robot a
tais perturbac6es € muito dificil de efectuar, mesmo quan-
do a natureza dessas perturbagdes é conhecida. Assim,
para testar a reaccdo do robot em tais situacdes foi adicio-
nado pontualmente ruido a leitura dos sensores. Na pratica
sdo usados 2 geradores aleatorios um para gerar o instante
da préxima perturbacéo e outro a perturbacdo em si.

Repetindo simulacbes com parametros adequados nos
geradores aleatdrios poderemos ter uma ideia de como o
robot se comporta na presenca de perturbacfes da linha.

G. Realizagdo em MATLAB

A linguagem de programacdo cientifica MATLAB
facilita grandemente a realizacdo de um simulador como o
que acabou de ser descrito. Sdo usadas duas fun¢des para
encapsular a funcdo sensor e a fungéo controladora, duas
partes do simulador que ndo estdo directamente
relacionadas com a caracterizacdo fisica do sistema. No
corpo do programa encontra-se uma fase de inicializacédo
das caracteristicas fisicas do robot, da posicdo inicial
relativa a linha (ej,;) e de variaveis internas. Depois
encontra-se o ciclo de simulagdo que calcula a trajectoria
do robot para um determinado periodo de tempo.

A saida é um grafico das leituras dos sensores nos varios
instantes de amostragem. O desvio angular também
aparece no grafico para facilitar o entendimento da
trajectoria descrita pelo robot. Sdo ainda apresentados 0s
seguintes valores: tempo de simulagdo, comprimento da
linha percorrido nesse tempo, velocidade média, espaco
percorrido a mais pelo robot devido as correcgdes de tra-
jectdria e desvio médio quadratico medido pelos sensores.

V1. EXEMPLO DE APLICACAO

Para testar o modelo descrito nos capitulos Il e IV
utilizou-se o simulador descrito no capitulo V com os
parametros do robot Moliceiro que esteve presente no
edicéo de 96 no concurso referido no Resumo deste artigo
e que esta descrito em [5]. Nas secgdes seguintes apre-

sentamos 0s parametros do robot bem como o resultado da
simulagdo sem e com controlo derivativo, transportando
ou ndo bolas de bilhar, com ou sem avango dos sensores
relativamente ao eixo das rodas e com sensores digitais de
fraca resolugdo.

A. Medicao dos parametros dos motores

Conforme dito no capitulo 11l consideraram-se 0s moto-
res iguais. Os parametros a medir sdo a corrente em vazio
lo, a corrente de blogueio Is, a velocidade de rotacdo
maxima Wn., € a resisténcia do enrolamento R. A partir
destas medicdes é possivel determinar a constante do mo-
tor K, bem o binario maximo fornecido pelo motor Ts.

Os valores medidos sdo (a 5V e extrapolados para 12V):
Tensdo maxima disponivel nos motores = 12V
Corrente em vazio, I = 31 mA
Corrente em bloqueio, Is=15A
Resisténcia do enrolamento, R=7 Q
Rotagdo maxima, Wmqy = 16 rad/s
Binario méaximo, Ts=1.2 N.m
Constante do motor, K, = 0.86 N.m/s (ou V.s)

B. Os parametros de estrutura

Neste caso interessa medir a largura do eixo das rodas b,
a largura da barra de sensores S, o avango da barra de
sensores relativamente ao eixo das rodas rs, a massa total
do robot M, 0 momento de inércia do robot relativamente
ao centro de rotacdo (ponto central do eixo das rodas) Jo,
o didmetro das rodas r,, e os coeficientes de atrito globais
para a translacéo B, e rotacéo B,,.

Todos estes pardmetros sdo de medicao directa excepto o
momento de inércia total Jo e 0s coeficientes de atrito. O
momento de inércia pode ser calculado por partes.
Conhecendo 0 momento de inércia relativo ao centro de
gravidade Jcg e sendo reg a distdncia do centro de
gravidade ao centro do eixo das rodas entdo Jo=
JesHres™M. A determinacdo do momento de inércia
relativo ao centro de gravidade também pode ser feita por
partes dividindo o robot em componentes mais ou menos
homogéneos e de formas conhecidas e calculando a
contribuicdo de cada um desses componentes.

Os coeficientes de atrito podem ser medidos indirecta-
mente e calculados através das formulas 14 e 15. Para o
coeficiente de translagdo B, é necessario, para além do
conhecimento dos pardmetros dos motores, medir €z, € Vss
com e,=0. Da mesma forma, para B, é necessario medir
€ad € Wss, COM €,,=0. Contudo, através de medicGes das
constantes de tempo dos movimentos de translacdo e
rotacdo (eq. 16) apercebemo-nos de que estas sdo
essencialmente controladas pelos pardmetros do motor.
Assim, nas simulagfes efectuadas desprezamos 0s
coeficientes de atrito. Esta medida, contudo, causou uma
diferenca perceptivel no movimento de rotagéo.

Os valores de estrutura s&o os seguintes:

Comprimento do eixo das rodas b =0.27 m
Comprimento dos sensores S =0.18 m



Distancia sensores-eixo das rodas rs = 0.13 m
Diametro das rodas r,, = 0.035m

Massa total do robot M = 2.2 Kg

Distancia do CG ao eixo das rodas res = 0.21 m
Momento de inércia no CG Je ~ 0.05 Kg.m?/s.

C. Usando controlo derivativo

Uma das experiéncias feita com este simulador foi verifi-
car se existiria algum beneficio na utilizagdo de controlo
derivativo para além do simples controlo proporcional. Os
resultados da simulagdo mostram que a utilizacdo de uma
componente derivativa €, em geral, muito benéfica para a
estabilidade do movimento do robot sobre a linha (fig. 8 e
9). Esta componente é tanto mais necessaria quanto menor
for a distancia dos sensores ao eixo das rodas.

D. Alguns “pontos quentes™ da estrutura
Em termos dos varios parametros estruturais foram feitos

testes que permitiram identificar dois pontos com maior
impacto no desempenho do robot: 0 avanco dos sensores

Seguimento de linha

T T T T T

G10/0] SEEERRR RPN e ......... ......... ......... ........ ,

extra_l=0.065m, desv. mq=0.0093m

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Distancia desde o inicio da linha (m)

Fig. 8 - Resultado do simulador usando apenas controlo
proporcional com Kp=200. A linha tem 1.5m em recta, 1.5m em
curva a esquerda, 1.5m em curva a direita e o restante em recta.

O
tempo=20s, linha= 7.4m, vm=0.37m/s :

extra_[=0.063m, desv; mq=0.0077m:

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Distancia desde o inicio da linha (m)

Fig. 9 - Resultado do simulador usando controlo proporcional e
derivativo com Kp=200 e Kd=300. De notar as rapidas
recuperagdes nas perturbacdes esporadicas da linha.

relativamente ao eixo das rodas e o momento de inércia
relativo ao centro de rotagao.

Pode-se verificar com o simulador o facto de que o
encurtamento da distancia dos sensores ao eixo aumenta
as oscilagdes em torno da linha. Como foi dito na seccéo
anterior, esta situacdo pode ser corrigida através de um
aumento da componente derivativa na funcéo de controlo.

De forma semelhante, 0 aumento do momento de inércia
do robot torna as correccbes angulares mais lentas
levando a maiores oscilacbes em torno da linha. Este
aumento ocorre, por exemplo, cada vez que o robot
recolhe mais uma bola de bilhar ja que o compartimento
de transporte destas fica bastante afastado do centro de
rotacdo. Cada bola representa, em média, um acréscimo
de 0,012Kg.m* no momento de inércia global Jo e de
0.2Kg na massa total M. Também neste caso a utilizacao
de uma componente derivativa na fungdo controladora
reduz as oscilagdes em torno da linha.

VI1I. CONCLUSOES

Este artigo apresenta um modelo matematico para um
pequeno robot auténomo capaz de seguir uma linha
tracada no chio. E, ainda, descrita a construgio de um
simulador baseado nesse modelo e mostrado um exemplo
de aplicacdo com a simulagéo do robot Moliceiro.

Conforme se pretendia mostrar, o exercicio de elabora-
¢do do modelo é, de facto, um exemplo de multidisci-
plinaridade que wusa conceitos de Electromecanica
(motores DC), de Fisica Mecénica (Cinematica e Dina-
mica) e de Geometria Analitica. A elaboragéo do simula-
dor requer também, ainda que a um nivel muito superfi-
cial, conceitos de Controlo Digital e Instrumentag&o.

Por outro lado, 0 modelo desenvolvido, e em particular o
simulador, é uma ferramenta muito interessante quer para
o fim especifico de ajudar a melhorar as caracteristicas de
robots do tipo em questdo quer para fins pedagogicos
mais gerais, por exemplo, no ensino de Controlo ou de
Instrumentacdo. A facilidade com que podem ser utiliza-
dos diferentes algoritmos de controlo, ou diferentes tipos
de sensores, e imediatamente verificar o seu efeito torna
este simulador um objecto didactico de consideravel
valor.
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