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Resumo - Este artigo & o primeiro de dois trabalhos dedi-
cados a reconstrucdo tomografica, e em especial a modalida-
de SPECT. Neles abordamos certas classes de algoritmos de
reconstrucdo que sao especialmente Uteis no contexto da to-
mografia. Neste primeiro artigo discutem-se aspectos gerais
e computacionais do problema de reconstrugdo tomografica.
Deixaremos para o segundo artigo o estudo do problema da
correccdo da atenuacdo em SPECT.

Abstract — This paper is the first of two works devoted to the
study of certain reconstruction algorithms which find applica-
tion in computerized tomography. In this first paper we will
study general aspects and computational issues in reference to
tomographic reconstruction. The follow up paper will be ex-
clusively concerned with the problem of attenuation in SPECT
and its correction.

Palavras chave — Tomografia, algoritmos de reconstrucdo,
SPECT, equagdes lineares, métodos iterativos.

I. INTRODUCAO

Existe grande interesse na determinacdo da distribuicdo
bi-dimensional (ou tri-dimensional) de um determinado
parametro ou grandeza fisica no interior de um dado ob-
jecto. Esse conhecimento pode ajudar a entender as pro-
priedades fisicas dos materiais constituintes do objecto (ou
tecidos, no caso do corpo humano). No caso da tomogra-
fia de emissdo (SPECT e PET) estuda-se com frequéncia a
concentragdo de um radiofarmaco.

A reconstrucdo tomografica consiste na determinacgdo da
distribuicdo espacial do pardmetro em causa a partir de um
namero finito de medicdes, frequentemente denominadas
projeccbes. Uma vez determinada, a distribuicdo espacial
pode ser examinada num sistema de visualiza¢do de ima-
gem.

A estrutura deste artigo € a seguinte. Na secgdo I,
0 problema da reconstrucdo é inicialmente formulado e
resolvido no espago continuo. Introduz-se o conceito
de projeccdo, e menciona-se o teorema da sec¢do cen-
tral e as formulas analiticas de inversdo. Na seccdo IlI
discute-se aspectos relacionados com a discretizacdo e a
implementacdo numérica dos algoritmos. Consideram-se
aspectos especificos relativos ao método directo de Fourier,
a retroprojeccdo filtrada e aos métodos algébricos. Estes
altimos conduzem a equacdes lineares de dimensao normal-
mente elevada, pelo que se referem alguns dos métodos ite-
rativos ou semi-iterativos que podem ser usados com vanta-
gem na solucéo destas equacdes. E o caso dos métodos de
Jacobi e Gauss-Seidel, com e sem relaxag¢do, dos métodos
de Kaczmarz e das projecc¢Bes alternadas, e do método dos
gradientes conjugados, entre outros. Salientamos que, dada
a grande variedade de algoritmos de reconstrucdo existen-

tes ndo pretendemos fazer uma anélise exaustiva, mas ape-
nas tentar fornecer uma panoramica sobre o vasto leque de
abordagens possiveis.

Os problema especificos relacionados com a correcc¢ao da
atenuacdo em SPECT serdo abordados em [1].

Il. FORMULACAO DO PROBLEMA NO ESPACO
CONTINUO

O problema matemético da determinacdo de uma funcdo
bidimensional a partir de um conjunto de integrais de linha
foi formulado e resolvido pela primeira vez em 1917 pe-
lo matemético Radon, embora, em 1963, também o fisico
nuclear Cormack tenha desenvolvido a sua propria solucao
[2], pela qual recebeu o prémio Nobel da Fisiologia e Me-
dicina em 1979.

Muitos problemas de reconstrucdo equivalem a
determinacdo de uma funcdo f a partir de um conjunto
de funcionais de f, e constituem exemplos de problemas
inversos. Uma das questBes essenciais relacionadas com
este tipo de problemas é a sua classificacdo em problemas
bem ou mal colocados. Diz-se que o problema estd bem
posto se a solugdo existe e é (nica, e se depende de forma
continua dos dados.

Esta questdo tem grande importancia. Quando o pro-
blema estd mal posto, e mesmo quando a solucdo exis-
te e € Unica, surge a questdo da sua estabilidade face
a pequenas variagBes nos dados fornecidos pelos funcio-
nais. A existéncia de erros nas medicdes efectuadas,
uma deficiente modela¢do do processo de aquisi¢do, ou
ainda, a propria discretizacdo do problema associada a
implementacdo numérica, podem ser suficientes para afas-
tar a solucéo da funcdo original.

\Voltaremos a esta questdo mais tarde, quando discutirmos
métodos numéricos. Na sec¢do seguinte, apds a definicao
de integrais de linha e da relacdo dos mesmos com as
projeccBes de um objecto, relacdo estabelecida pelo teore-
ma da sec¢do central, sdo derivadas formulas analiticas para
a solucdo do problema inverso.

A. Integrais de linha e projeccBes

A distribuicdo de um determinado pardmetro na secc¢do de
um objecto (figura 1) pode ser modelada por uma funcéo
bidimensional f(z,y). Por integral de linha designamos
um integral da funcdo f(z,y) calculado ao longo de uma
linha no plano X OY’, e por isso uma funcdo dos parametros
fet.

A equacdo da recta AB nafiguralé zcosf +ysiné = t,
e o integral de linha py(¢) ao longo de AB é dado por

po(t) = / fay) ds, )
linha(6,t)
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Figura 1 - Um objecto f(z,y) e as suas projec¢des pg (t).

ou, utilizando a simbolo ¢ de Dirac,
py(t) :/ / f(z,y) 6(xcosf + ysinh —t) dz dy,

formula conhecida por transformada de Radon de f(z, y).
Uma projeccdo é um conjunto de integrais de linha obtidos
segundo uma determinada geometria. Na geometria parale-
la os integrais sdo obtidos ao longo de linhas paralelas cor-
respondendo a um determinado &ngulo 6 (figura 2.a). Na
geometria divergente (fan beam) os integrais sdo medidos
ao longo de linhas que formam um feixe divergente (figu-
ra 2.b). Os algoritmos que descreveremos aplicam-se ao
caso das projeccBes paralelas, podendo sempre ser modifi-
cados e adaptados ao caso de projeccdes divergentes.

B. Teorema da secc¢do central

O teorema da sec¢do central (Fourier slice theorem) esta-
belece a ligacdo entre a transformada de Fourier bidimen-
sional F'(u,v) da fungdo f(z,y) e as transformadas de Fou-
rier unidimensionais, Py (w), das projec¢des pg(¢).

Apresenta-se em seguida a demonstragdo [3] deste teorema
para o caso de projeccdes paralelas.

A relacdo entre as coordenadas de um ponto com respeito
a um referencial TOL obtido rodando de um &ngulo 6 o
sistema X OY é dada por

t cosf sinf x
[l}_[—siHG cosﬁ}{yl )
No sistema de coordenadas TOL, o integral de linha (1)
reduz-se a

po(t) = /_oo f@&,0dl (3)

e a sua transformada de Fourier &

Py(w) = / po(t)e=T2mt gt

—00

Substituindo,

Py(w) = /_ o; [ /_ o; f(t,l)dl] eIty

\oltando ao sistema de coordenadas X OY e utilizando a
relacdo (2), obtém-se

Pg(w) — / / f(l,,y)efj%rw(z cos f+y sin ) dr dy

O termo da direita representa a transformada de Fourier bi-
dimensional da fungdo f(z,y) a frequéncia espacial (u =
wcosf, v = wsin ), de modo que

Py(w) = F(w,0) = F(wcosf,wsinb). 4)

E esta a relacdo entre as transformadas de Fourier das
projeccdes e a transformada de Fourier bidimensional da
funcdo f(x,y).

O teorema da seccdo central afirma que a transformada de
Fourier de uma projecgdo paralela da imagem f(z,y) se-
gundo um determinado angulo # equivale a transformada
de Fourier bidimensional F'(u,v), ao longo de uma recta
formando um angulo # com o eixo u, e passando pela ori-
gem no espago das frequéncias.

A transformada de Fourier de py(t) fornece os valores de
F(u,v) ao longo da linha BB na figura 3.

C. Formulas analiticas de inversao

As formulas analiticas de inversao pressupdem um conhe-
cimento completo das projeccfes. Ndo sdo por isso directa-
mente aplicaveis na pratica, ja que os processos de medida
fornecem apenas estimativas para as projeccdes e em con-
juntos finitos de amostras. O interesse destas formulas deri-
va do facto de elas servirem como base a uma classe muito
importante de algoritmos, obtidos por discretizacdo de ex-
pressBes analiticas, e de permitirem deduzir caracteristicas
gerais que as estimativas da funcdo f apresentam, indepen-
dentemente do tipo de algoritmo de reconstrugdo utilizado.

C.1 Meétodo directo de Fourier

O teorema da seccdo central mostra que calculando as
projeccdes da funcdo f(x,y) correspondentes aos angulos
01,0, ...,0;, e calculando a transformada de Fourier de
cada projeccdo, podemos determinar os valores de F'(u,v)
ao longo de linhas radiais (fig. 4).

Na hipotese de se poder adquirir um nimero infinito de
projeccdes, F'(u, v) seria conhecido em todo o plano UOV
e a fungdo f(x,y) poderia ser reconstruida utilizando a
transformada inversa de Fourier:

f(z,y) = / / Flu,v)e? ) gy dy.  (5)

Na prética dispomos de um nimero finito de projeccdes, de
modo que a funcdo F'(u,v) é conhecida somente ao longo
de um namero finito de linhas radiais. Portanto, para poder
aplicar a formula analitica de inversdo torna-se necessaria a
interpolacdo dos pontos radiais para os pontos duma grelha
quadrada.
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Figura 2 - Projeccdes paralelas (a) e divergentes (b).

Transformada de Fourier

Dominio do espago

Dominio da frequéncia

Figura 3 - O teorema da seccdo central.

C.2 Retroprojeccdo filtrada

O algoritmo de reconstru¢gdo mais conhecido, habitual-
mente designado por retroprojeccao filtrada (Filtered Back-
projection), é justificavel com base na formula de inversdo
analitica.

Consideramos a expressao (5) para o calculo analitico da
fungdo f(x,y). Se passamos a representar o dominio da
frequéncia em coordenadas polares (w, 6), e se efectuarmos
as substituicdes:

u=wcosh, v=wsinf

du dv = wdw db,

a equacdo (5) transforma-se em:

2m o]
f(g[j,y) = / / F(w,a)ej%rw(m cos 9+ysin0)wdw db.
0 0
(6)

Separando a integracdo segundo a variavel 8 nos intervalos
(0, 7) e (w, 27), e depois utilizando a propriedade F'(w, § +



Figura 4 - O dominio das frequéncias.

) = F(—w, ), aequagdo (6) pode ser assim reformulada:

f(e,y) = /0 ’ { / N F(w,9>|w|ej2mdw} a,  (7)

— 00

onde t = z cosf + y sin§. Pelo teorema da secgdo central
podemos substituir F'(w, #) por Py(w), obtendo

flz,y) = /07T {/OO Pe(w)|w|€j2””tdw} dh.

— 00

Este integral pode escrever-se como

e =/0ﬁQe<xcos0+ysin0)d0, ®)

onde

Qu(t) = /_ 7 Byl do, ©)

que permite o clculo de f(z,y) a partir das transformadas
das projecc0es.

A equagdo (9) representa uma operacao de filtragem (com
resposta em frequéncia |w|), razdo pela qual o termo @ ¢(t)
é chamado “projeccao filtrada”.

Para obter a fungdo f(x,y) € necessario integrar
as projeccBes filtradas segundo 6, operacdo designada
“retroprojeccdo”. Para percebermos o significado desta
operagdo, consideramos a figura 5. A cada ponto (x, y) do
plano da imagem, para cada projeccéo 6, corresponde um
valor t = xzcosf + ysiné e a projeccao filtrada Q4 con-
tribui para a reconstrucdo no ponto (z,y) com o seu valor
em t. Para cada angulo de projeccdo 6, o valor de t é o
mesmo para todos os pontos ao longo da linha LM, de mo-
do que a projeccdo filtrada ¢ dar& a mesma contribui¢do a
reconstrucdo de todos estes pontos, pelo que podemos dizer
que ela é retroprojectada no plano da imagem.

Em suma, o algoritmo de retroprojeccéo filtrada pode ser
subdividido em duas fases distintas:

e Calculo das projecgdes filtradas.
e Calculo do integral de 0 e 7 (retroprojeccdo).

t=xcosf +y sin

Y

| —(xy)

s

Figura 5 - Representacao grafica da retroprojecgao.

I11. RECONSTRUCAO TOMOGRAFICA NO ESPACO
DISCRETO

Na seccdo anterior estudou-se o problema da reconstrucdo
tomogréafica no espagco continuo, sem ter em conta as
limitagdes impostas pelos sistemas fisicos de aquisi¢do
das projecgdes, nem a necessaria discretizacdo associada a
implementacdo numérica dos algoritmos.

Quando passamos a considerar o problema no espaco dis-
creto, temos que ter em conta o facto de que os dados for-
necidos pelo sistema de aquisi¢do serem, na realidade, dis-
cretizados e sujeitos a ruido. Os dados de que se dispde
constituem uma estimativa das projec¢Bes, amostradas em
M x N pontos, e designadas por pg,, (mAt).

A partir destes dados, o algoritmo de reconstrucdo discreto
devera fornecer uma estimativa da funcdo f(z,y), amostra-
daem I x J pontos e designada por f,.(iAx, jAy).

A. Algoritmos baseados em transformagdes

Em [4] encontra-se uma descricdo de alguns destes algorit-
mos. Mencionamos apenas os dois talvez mais conhecidos
e utilizados na pratica. O primeiro &€ o método directo de
Fourier, aplicavel sb no caso de projec¢des paralelas, mas
que fornece uma solucdo simples e directa do problema.
O segundo € o algoritmo das retroprojecgdes filtradas, que
desempenha um papel central na reconstrucdo tomogréfica,
particularmente em CT.

A.1 Método directo de Fourier

Como vimos, no espago continuo (secc¢do 11-C.1), as duas
equactes

Py(w) = F(w,0) = F(wcosf,wsin§)

f(x, y) = / / F(u’ ,U)ej27r(um+vy)du dv

constituem uma solucdo do problema inverso. O que se
torna necessario na préatica é calcular a transformada de



Fourier das projecc¢des, obtendo uma estimativa da transfor-
mada de Fourier de f, e por aplicacdo da transformada in-
versa bidimensional de Fourier reconstruir a propria fungdo
f. Mas na implementacdo numérica destas equagdes surge
uma dificuldade, a incompatibilidade do referencial polar e
cartesiano, que requer uma fase intermédia de interpolacao.

Para percebermos melhor o problema consideremos em
maior detalhe o processo de discretizacdo e, para tornar
mais simples as férmulas, admitimos que o nimero de
amostras por projeccdo, que designaremos por M, se-
ja impar. Admitiremos que no dominio das frequéncias
0 ponto (fy,wo) ocupa a origem do referencial. O
calculo numérico da transformada de Fourier das diversas
projeccdes conduz a utilizacdo da DFT, ou seja,

M—-1
1 2 s s
P0n (wl) = M 2;/1 1p0n (mAt)e J27rmM’ (]_O)
m=— =5
_ M-—1 M-—1
paral = —=>=,...,0,..., *5—. Uma vez calculada para

todos os NV angulos 6,,, esta formula fornece uma estimati-
va, F;., do espectro em frequéncia da fungdo f num conjun-
to de pontos radialmente dispostos no espaco de frequéncia.

O célculo da transformada inversa de Fourier bidimensio-
nal da funcdo F',., por sua vez, implica a utilizacdo da IDFT,

fr(ZAmajAy) = fr(zaj) =

H-1 H-1

ih+jk

2
> Fu(h ke
H

Precisa-se assim de estimativas para os valores da funcdo
F. em H x H pontos localizados sobre uma grelha qua-
drada, podendo recorrer-se a diversos tipos de interpolacdo
(por exemplo, interpolacdo bilinear — ver [5] para mais de-
talhes).

Longe do centro diminui a densidade de pontos radiais e
aumenta o erro de interpolacdo, o que significa erro maior
nas componentes de alta relativamente as de baixa fre-
quéncia. Torna-se portanto conveniente aumentar “artifi-
cialmente” a densidade de pontos sobre o referencial polar,
antes de se iniciar a interpolacdo. Esta operacdo é normal-
mente efectuada por introducéo de zeros antes da realizacdo
das DFTs (zero padding).

Em suma, o método directo de Fourier é constituido pelas
trés etapas seguintes:

e Transformada de Fourier das projec¢des (com eventual
zero padding).

e Interpolacdo.

¢ Transformada bidimensional inversa de Fourier.

A.2 Retroprojeccao filtrada

Como vimos na seccdo 11-C.2, a primeira fase deste algo-
ritmo consiste no calculo das projeccdes filtradas (9), po-
dendo este ser efectuado no dominio da frequéncia em trés
fases:

¢ transformada de Fourier das projeccdes,
e multiplicacdo pela funcdo de transferéncia do filtro

(v,

e transformada inversa de Fourier.

Passando a implementagdo numérica do algoritmo, o
céalculo da transformada de Fourier das projeccdes é efec-
tuado com a DFT (equacéo (10)). Antes disso, para mi-
nimizar o efeito da interferéncia entre simbolos devida a
convolucgdo periédica no dominio do tempo, torna-se ne-
cessario aumentar o nimero de pontos sobre os quais cal-
cular a DFT (zero padding).

Devido a natureza da funcdo que desejamos reconstruir, as
projecces pg,, (t) tém, em principio, banda ilimitada, o que
implica a sobreposi¢do (aliasing) dos espectros na funcdo
amostrada py, (mAt). Este efeito pode ser minimizado li-
mitando em banda as projecc¢des. Assim, na implementacdo
numérica do segundo passo, a fun¢do de transferéncia do
filtro a aplicar seré;

H(w) = |w|W(w).

Existem vérias possibilidades para a funcdo janela, W (w),
algumas das quais sdo mencionadas em [6].

Por (ltimo, a transformada inversa realiza-se utilizando um
algoritmo tipo IDFT, ou seja, implementando a férmula:

@ity

Py, (wl)H(wl)ejZ” M

que pode ser obtida a partir da equacdo (9), substituindo |w|
com H (w) e discretizando.

A segunda fase do algoritmo consiste no calculo do inte-
gral de retroprojeccdo (8) que, no espaco discreto, pode ser
assim reformulado:

N
fr(iAz, jAY) = A8 Qp, (iAx cosb,, + jAysinb,).

n=1

(11)
Pode verificar-se que para um dado ponto (iAz, jAy) e
um dado angulo 6,,, 0 argumento (i Ax cos 8, +j Ay sin 6,,)
ndo corresponda a um ponto ¢, em que o valor da funcéo
Qy, (tr) € conhecido. A interpolagdo mais utilizada para o
efeito é a interpolacdo linear. Apresentando a interpolacdo
um consideravel peso computacional, as vezes faz-se uma
pré-interpolacdo da func@o @) y, utilizando depois o critério
do vizinho mais proximo para obter o valor de @ 5, em ca-
da ponto (iAx cosf,, + jAysinf,). Um método comum
para efectuar a pré-interpolagdo consiste em fazer um zero
padding das projecc¢des no dominio da frequéncia antes de
calcular a IDFT.
A implementacdo numérica do algoritmo das
retroprojec¢Bes filtradas & constituida pela sequéncia
de operag0es :

e Zero padding das projecgdes discretizadas.
DFT.

Multiplicacdo por H (w).

Zero padding para pre-interpolagdo.

IDFT.

Calculo do integral de retroprojeccao.



B. Algoritmos algébricos

Nos algoritmos de reconstrucdo algébricos o problema é
discretizado logo a partida, sendo reduzido a um sistema de
equacdes lineares.

Para a definicdo do modelo matematico, a fungdo f &
substituida por uma versdo discretizada espacialmente so-
bre uma grelha cartesiana que se supde cobrir toda a regido
de interesse no plano. A imagem por reconstruir é subdivi-
didaem N pixels, cada um dos quais é referenciado por um
Unico pardmetro j. O valor da fungdo discretizada no ele-
mento j, igual ao valor médio da fungdo f no seu interior,
sera representado por z ;.

Designando por y; (i = 1,2,..., M) os integrais de linha
de f ao longo dos M raios projeccdo, podemos representar
0 processo de projeccdo pelas equaces lineares

N
Zau’l’j:yi i=1,2,....M (12)
j=1

onde os x; representam os elementos desconhecidos da
imagem por reconstruir e 0s a;; (designados por pesos)
representam a contribuicdo do pixel j do objecto para o
elemento da projeccdo 4, descrevendo o modelo fisico de
aquisicdo de dados em causa.

Em tomografia de transmisséo os valores a;; correspon-
dem ao valor do comprimento (ou &rea, se se levar em conta
a dimensdo transversal do feixe) de intersecc¢do do pixel j
com o caminho 7. No entanto, em tomografia de emissao
simples os valores a;; correspondem ao valor do compri-
mento (ou area) da intersec¢do do pixel 5 com o caminho
i, multiplicado por um factor exponencial que descreve a
atenuacdo sofrida pelos fotbes emitidos a partir do centro
do pixel j na direccéo i.

O célculo da matriz dos pesos, constituindo parte integran-
te de qualquer método algébrico, & uma tarefa que merece
ser analisada com cuidado. Conhecida a geometria do siste-
ma é possivel calcular os pesos a;;. Contudo, o nimero de
pesos é elevado e ha quem prefira calcula-los em run time,
ainda que efectuando aproximagoes.

O sistema (12) pode ser representado em forma matricial,

Ax =y (13)

sendo o vector IV-dimensional = designado por vector de
imagem, o vector M -dimensional y por vector de medida e
amatriz (M x N) A por matriz de projeccéo.

A matriz A apresenta caracteristicas particulares:

e Grandes dimensdes: é habitual M e N serem na or-
dem das dezenas ou centenas de milhares, o que faz
com que o nimero de elementos de A seja superior a
108,

e Esparsa: s6 uma pequena percentagem de elementos
de A (< 1%) é nado nula, pois sao poucos os pixels
intersectados por um dado raio de projeccéo.

e Pouco estruturada: a distribuicdo interna da matriz A
€ muito irregular.

As grandes dimensdes e a pouca estruturacao tornam dificil
a resolugdo numérica do sistema por métodos directos.
Quando a dimensdo do sistema o permite (SPECT), pode

tentar recorrer-se & decomposicdo em valores singulares e a
construcao de uma generalizagdo da matriz inversa [7].

Nalguns casos, devido a falta de informacdo, o sistema é
subdeterminado (M < N), apresentando uma infinidade de
solucBes. Noutros casos é sobredeterminado (A > N) e,
devido ao ruido e aos erros no processo de medida, torna-
se inconsistente. N&o existindo em geral solugao (nica ou
exacta, o problema pode formular-se como um problema
de optimizac8o: dada a matriz de projeccdo A e o vector de
medida y, procura-se obter uma estimativa = da funcdo f
que satisfaca um ou mais critérios previamente definidos.

Existem diversos algoritmos iterativos para a resolucdo
deste género de problemas, permitindo gerar, a partir de
uma aproximagao inicial z(?), uma sucessdo vectorial de
aproximagdes, =),z .. .2(*) que converge para uma
solucdo x do sistema quando k£ — +oo [8-10].

Alguns destes algoritmos requerem que A seja uma matriz
quadrada. Neste caso, se A for rectangular, sera necessario
transformar previamente o sistema. A transformacdo
consiste na pré-multiplicacdo de ambos os membros da
equacdo (13) pela transposta da matriz A, obtendo

ATAz=Caz=ATy=0.

A matriz C resultante desta operacdo & quadrada e de di-
mensdo N de modo que se o sistema Ax = b for sobrede-
terminado, o novo sistema C'x = z ter& um nmero inferior
de equacdes relativamente ao sistema inicial. No entanto, se
Ax = bfor subdeterminado o novo sistema terd um nimero
superior de equagdes. A eventual reducdo das dimensdes do
sistema nem sempre & um facto positivo, dado que muitas
vezes a matriz resultante & mal condicionada.

B.1 Meétodos de Jacobi e Gauss-Seidel

Alguns métodos iterativos, de entre os quais o de Jacobi e o
de Gauss-Seidel, comegam com a transformacéo do sistema
Ax = y num sistema equivalente da forma:

=Tz +c. (14)

Apbs a escolha do vector inicial z(®), a sequéncia de
solugdes aproximadas é gerada calculando:
2D = T ¢ kE=0,1,... (15)

Por exemplo: a matriz A (quadrada) pode ser decomposta
da seguinte forma:

A=D-L-U

onde D é a matriz diagonal cuja diagonal principal & a mes-
ma da matriz A, —L é a submatriz triangular inferior de
A, e —U & a sua submatriz triangular superior. A equagdo
Az = (D — L —U)z = y é entdo transformada em:

Dx = (L+U)z +y,

e ainda, se nenhum dos elementos da diagonal principal de
A for nulo,

r=DYL+U)x+Dy.



Os métodos de Jacobi e de Gauss-Seidel desenvolvem-se a
partir desta igualdade. Uma iteracdo do método de Jacobi
fica definida por

x(k-‘rl) — D_l(L+U)$(k) +D_1y,

onde:
[L+U); = {a%’ :zii
1
D™ = an
ool = { e %157

Cada mgk) pode ser calculado recorrendo a formula

N
k
Yi — Z aijl“;' )
x(k+1) _ Jj=1,j#i i=1.2
'3 i ) Eat B

N.

=

O método de Gauss-Seidel, ao contrario do que acontece
no método de Jacobi, utiliza na iteragdo k£ + 1 os valores ja
calculados do vector z(*+1) sendo cada iteracdo definida
por

x(k-‘rl) — D—le(k-‘rl) +D_1U£l'](k) +D_1y,
ou, segundo a forma da equacdo (15):

2D — (D — L) 'Uz™ + (D - L) y. (16)

Sel < i< N,cada xﬁk“) pode ser calculado por meio da
formula:
i—1 N
k+1 k
S~ 3 el
(k+1) _ =1 j=itl
T, = ,

(427

tendo-se ainda

N

k

Yi — Z az’jl’; )
J=2

k+1
2D = ,
@i
caso¢ =1, 0u
N-1
k+1
Yi — Z az’jl’; )
o =1
2D J 7

(3
a/Zl

casoi = N.

B.2 Métodos com relaxacdo, JOR e SOR

Pode melhorar-se a velocidade de convergéncia dos
métodos baseados na iteracdo da equacdo (14) introduzin-
do nos mesmos o termo de “relaxa¢do”. Obtem-se assim 0s
métodos JOR (Jacobi Over-Relaxation) e SOR (Successive
Over-Relaxation).

A ideia é transformar o sistema (14) no equivalente
r=1-p+p)zr=1-—pwr+pr=1—p)z+ulz+puc
de onde vem

5 = [T + (1 — ) 1]z™ + pe.

O escalar p € a constante de relaxacdo, e os valores proprios
An da nova matriz de iteragdo N = pT + (1 — p)I séo
relacionados com os da matriz 7', A, segundo a formula

/\N_]-:,U/()\T_]-)-

E possivel determinar o valor optimo da constante de
relaxacdo [10], [11].

O método JOR obtém-se por introducdo do termo de
relaxacdo no método de Jacobi, e exprime-se por

cFHD = (1= )™ + u(D7YL + U)z® + D ly)
= D NL+U)+ (1 -wIz™ +uD 'y,

onde, escolhendo oportunamente o valor de p, a matriz de
iteracdo [uD (L + U) + (1 — u)I] tera raio espectral in-
ferior ao da matriz do método de Jacobi.

O método SOR é o0 método de Gauss-Seidel (eg. (16)) com
relaxacdo, definindo-se através de

2D = [u(D - L) U + (1 - p)1)z® + w(D - L) 'y

B.3 Métodos algébricos, ART

Os algoritmos de tipo ART (Algebraic Reconstruction Te-
chniques), introduzidos por Gordon e outros em 1970 [3],
tém como base comum o método das projec¢Bes de Kacz-
marz para resolucdo de sistemas de equacdes lineares e po-
dem ser aplicados a sistemas em que o nimero de equacgdes
é diferente do nimero de incognitas.

Apobs escolha da aproximacdo inicial (%), estes métodos
produzem uma sequéncia de aproximagdes a solucdo do
problema. Para preceber a ideia que est4 na base deste
algoritmo descrevemos o método das projeccdes de Kac-
zmarz comegando pelo simples caso de um sistema de duas
equacBes em duas incognitas:

1171 + 122 = Y1

2171 + Q22T2 = Y2.

Cada equagio representa uma recta no plano R? e a solugéo
do sistema (se existir e for (nica) é dada pelo ponto de
interseccdo entre as duas rectas (fig. 6).

Intuitivamente, olhando para a interpretacdo geométrica,
vemos que se partirmos de um ponto qualquer do plano e
projectarmos ortogonal e alternadamente numa recta e nou-
tra, o ponto projectado tende para a solucéo z (fig. 6), sendo
tanto mais rapida a convergéncia quanto maior for o menor
dos angulos entre as duas rectas. E este 0 principio sobre o
qual se baseia 0 método das projec¢des de Kaczmarz.

No caso da reconstrucdo tomogréfica o sistema Az = y
é um sistema de grandes dimensdes constituido por M



Figura 6 - Representagdo geométrica de um sistema de duas equagdes li-
neares independentes a duas incognitas e convergéncia do método de Kac-
zmarz.

equagdes em N incognitas. Sendo a; a transposta da i-
ésima linha da matriz A, o sistema pode ser representado
pelas equacBes

(ai, ) = y; i=1,...,M 17)
onde y; é 0 i-ésimo elemento do vector y. Cada uma destas
equagcBes representa um hiperplano H; em R . Assumindo
que a interseccdo entre os hiperplanos seja constituida por
um conjunto de pontos ndo vazio, este conjunto representa
as solucbes de Ax = y.

Uma vez escolhido o ponto z(® € RN como aproximagao
inicial, a primeira aproximagdo (z (1) sera dada pela sua
projeccdo sobre o hiperplano H; definido pela primeira das
equagBes do sistema, a segunda pela projecgdo de z (1) so-
bre o hiperplano H-, e assim sucessivamente.

Para formular o algoritmo é necesséario encontrar uma
expressdo explicita para a projeccdo de um ponto N-
dimensional p sobre um hiperplano H. Em termos formais
procuramos o ponto p’ € H tal que

inf —zl=|lp-p"1 -
inf [p—z|=llp—p|
A funcdo auxiliar
L(@) =llp — = |I* +A((ai, z) — y5)
tem o minimo precisamente no ponto p’. Sendo a derivada

de L(z) a fungdio VL = 2(z — p) + Aa;, pondo VL = 0
obtém-se

rT=p-— %ai. (18)

Fazendo o produto interno e tendo em conta a equacéo (17)
obtém-se [12]:

A _ (pai) — i
2 <ai7 a/i> ’
de onde, substituindo em (18):
o <p, ai> — Y
TP ey

Portanto, a expressdo explicita para a projec¢do P;p do pon-
to p no hiperplano H; é dada pela formula:

Yi — <p, ai>a (19)

Pip=p+
(aiaai>

O método de Kaczmarz para a solucdo de Az = y pode ser
resumido pela expressao

B =p, . PPz,

A sequéncia dos hiperplanos sobre os quais se vai projectar
pode ndo coincidir com a ordem das equagfes. Pelo con-
trario, a relagdo geométrica entre 0s varios raios projeccdo
sugere que a linhas consecutivas correspondem hiperpla-
nos quase paralelos. Logo, se a sequéncia escolhida tivesse
a mesma ordem das equacBes do sistema a convergéncia
do método poderia ser lenta. Normalmente, sendo im-
possivel determinar a sequéncia 6ptima, a escolha da se-
quéncia é efectuada empiricamente com base nas carac-
teristicas geométricas do sistema fisico de aquisi¢do dos
dados.

Podem apresentar-se trés situa¢Oes diferentes:

e O sistema tem solucdo Unica. Neste caso a sequéncia
de aproximag0es converge para a solucéo.

e O sistema tem um ndmero infinito de solu¢Bes. Nes-
te caso a sequéncia de aproximagdes converge para
uma das solucdes dependendo da aproximacéo inicial
e da ordem seguida na escolha dos hiperplanos sobre
0s quais efectuar a projeccéo.

e O sistema ndo tem solucdo. Neste caso a sequéncia
de aproximacBes oscilard entre um certo nimero de
pontos solucBes de subsistemas do sistema Az =
y, fornecendo solugBes sub-6ptimas dependendo da
aproximacdo inicial e da ordem seguida na escolha dos
hiperplanos.

Os varios métodos do tipo ART distinguem-se pela maneira
de calcular e de aplicar o termo de corre¢do. Por exemplo,
no método MART (Multiplicative Algebraic Reconstruc-
tion Technique) o factor de correcgdo &€ multiplicativo em
vez de aditivo. A ordem pela qual as equag¢Bes do sistema
sdo tomadas tem influéncia no resultado.

No método SIRT (Simultaneous Iterative Reconstructi-
ve Technique) as correcges sdo calculadas utilizando a
formula (19) mas a actualiza¢do é efectuada s6 no fim de
um ciclo completo de projec¢Bes sobre os M hiperplanos.
A correc¢ao a aplicar € a média das correcgBes calcula-
das ao longo do ciclo. Na variante por blocos do método
ART (block ART), as equagdes sdo divididas em grupos e a
actualizacdo do vector x é efectuada ap6s o processamento
de cada grupo, usando-se também a média das correc¢Bes
calculadas no grupo.

B.4 Métodos de optimizacdo

Em geral, as técnicas baseadas em optimizacdo podem
apenas ser aplicadas quando a matriz do sistema é simétrica
e definida positiva.  Para poderem ser utilizados na
resolucdo do sistema Ax = y (onde A é uma matriz es-
parsa, ndo simétrica e por vezes ndo quadrada) é necessario
operar uma transformacado no sistema.

Como a matriz C' = AT A é simétrica e ndo-negativa de-
finida, mesmo que A o ndo seja, pode tentar-se resolver o
sistema

ATAz =Ce=ATy =0



cuja solucdo & a mesma do sistema Az = y. A forma
quadrética na qual se baseiam estes métodos é uma fungdo
RN — R dada por

1
flz) = ixTC’x —bvlz+c,

onde ¢ & um escalar constante. Se a matriz C' for simétrica e
definida positiva, f(z) & minimizada pela solugdo de Cx =
b, pelo que a minimizagdo de f(z) e aresolucdo de Cz = b
sdo problemas equivalentes.

Dois conceitos que serdo utilizados de seguida sdo os de
erro e de residual. O erro & definido por () = z() — g,
onde (%) & a aproximag#o da solucdo 2 na i-ésima iteragao
de um qualquer método iterativo. O residual, definido por
r() = b — Cz®, & uma medida de erro relativamente ao
vector dos termos independentes, sendo importante salien-
tar a relacio () = —Cel® com o erro e, ainda mais,
a relagio r(¥) = —f'(z) com o gradiente da forma qua-
drética, ou seja, com o vector:

fla)=| ==° (20)

apontando, em qualquer ponto do espago RV, na direcgio
de maior crescimento de f ().

A partir de um ponto inicial (%), estes métodos (nomea-
damente: Steepest Descent, Direc¢Bes Conjugadas e Gra-
dientes Conjugados) procuram iterativamente o ponto de
minimo de f(z). A direccdo e o tamanho de cada passo
sdo determinados de varias formas dependendo do método.

O método chamado Steepest Descent utiliza o vector em

cuja direccdo f(x) decresce mais depressa (a direcgdo
oposta a do gradiente f'(z), ou seja a do residuo). A
equagdo que relaciona uma aproximagdo z (1) com a
aproximacdo anterior z (%) seré, portanto:

) = 20 4 o) (22)

O comprimento a9 do passo a dar determina-se procuran-
do o ponto de minimo de f () na direcgdo r (), calculando
e igualando a zero a derivada de f(z (1)) em fungfio de o

d : : d .

el (i4+1) Y (i+1)\T 2 (i+1) —

T f @) = fa )T =D =0 (22)
Utilizando a defini¢cdo de residuo e a formula (21), obtém-
se a equacdo:

AT

donde se vé que no Steepest Descent cada gradiente € or-
togonal ao gradiente anterior, logo a aproximagéo z () pro-
gride aos zigue-zagues.

Substituindo 7(#+1) pela sua defini¢do, e operando suces-

sivas transformagdes, obtém-se a expressao para a(9):

(b — CxiFNTr() =
¢
[b—C(z® 4 a@Dr) T =0
¢
[(b— Cz®) — ag) CrTr® = (23)

() — oD CrOTr() —
N CENG
= T or

Assim, o algoritmo Steepest Descent pode ser resumido pe-
las trés equacdes:

r = p—Czl

MO
() T Cp(i)

2D = 20 4 0.0

O facto de que no Steepest Descent a aproximagao progrida
aos zigue-zagues implica a oscilagdo da progressdo segun-
do algumas das coordenadas, no entanto, seria preferivel
que ndo se verificassem oscilagcdes e que, uma vez dado um
passo segundo uma direc¢do, ndo se voltasse atrés segundo
essa mesma direc¢do.

A ideia que estd na base do método das Direc¢Bes Con-
jugadas é mesmo aquela de, partindo de um conjunto de
direc¢Bes ortogonais dg,dy, - ..,dy_1, dar um passo em
cada uma destas direccdes, deixando de ter a oscilagéo ca-
racteristica do Steepest Descent. Ao fim de IV passos dados
segundo a equacio:

20 = 20 4 oD g, = £ 4 Za(j)dj

=0

encontrar-se-a a solucdo.
Para que ndo se volte atras segundo a direc¢do d;, 0 hovo
erro deve ser ortogonal a esta direccdo, ou seja:

dTel+D) = qT (e 4 oDd;) =0

donde _—
_die? (24)

(i) — .
“ T d;

E necessario evidenciar o facto de que é impossivel calcular
o segundo a formula (24) dado que e (¥ ndo é conhecido
(se assim fosse o0 problema estaria resolvido), portanto este
método devera sofrer alteracBes. Considerando as direc¢Bes
C-ortogonais (ou seja, “conjugadas”, tais que df Cd; =
0 < i # 7) a nova condi¢cdo para que ndo se volte atras
segundo a direc¢do d;, € que 0 novo erro seja C-ortogonal
a esta direc¢éo, ou seja:

dfceltt) = dT'c(e + aVd;) =0
donde ) '
_ df'ce®™  dl'r®

dfcd; — drcd;’

(25)



sendo este 0 mesmo valor que se obtém ao minimizar f(zx)
ao longo da direcgdo d;.

A complexidade do algoritmo, em termos de nimero de
multiplicacdes vector-matriz, pode ser reduzida utilizando,
para o calculo dos (9 a formula recursiva:

H = —cel™ = (e + oD d;)

= r —aDCy;. (26)

ol

Para demonstrar que 0 método atinge a solugdo em N
passos, considere-se o vector erro e(®). As N direcgBes
C'-ortogonais, sendo linearmente independentes [9], [11],
constituem uma base em R¥, portanto, e(®) (como qualquer
outro vector em R™V) pode ser expresso como combinagio
linear das NV direcgdes:

N—-1
el =20 _ g3 = Z djd;.
Jj=0

Para determinar os coeficientes ¢;, basta pré-multiplicar
ambos os membros desta expressdo por d7 C, obtendo:

N-1
dI'Ce® =dl'C Y~ 6;d; = df C(6:d;)
j=0
()
5 dl' Ce®
T dTod;

Por outro lado, dado que:
i—1
el = eli=1) 4 o(i=Dg.  — 0 4 Za(j)dj
j=0

e que, pela C-ortogonalidade, dfCd; = 0 < i # j, a
formula para o célculo dos ¢; pode ser assim transformada:

5 d} Cel®
' dTed;

onde se v& que o) = —§;. Assim, o processo de
construcdo de z, componente a componente, pode ser visto
como o processo de reducdo do erro, componente a compo-
nente, dado que:

i—1 i—1

N-1 - N-1
e(i) = 6(0)+Z Oé(j)dj = Z éjdj_z 5jdj = Z 5jdj
J j=0 j=0

i—0 j=i

no fim de IV itera¢Bes cada componente do erro é eliminada,
sendoe™) =0ezN) = z.

Para poder aplicar o algoritmo descrito serd necessario,
antes que mais, gerar o conjunto das N direc¢Bes C-
ortogonais, a partir de um conjunto de N vectores linear-
mente independentes g, .. .,un—1, sendo habitualmente
utilizado para o efeito o processo de ortogonaliza¢do (=
conjugacdo) de Gram-Schmidt [13]. O processo permi-
te construir cada d; a partir do u; correspondente, por

eliminacdo das componentes ndo C'-ortogonais aos vecto-
res d ja calculados. Por outras palavras, uma vez posto
dy = ug, paracadai > 0:

i—1
di =ui+ Y Birdy,

k=0

onde a expressdo para o calculo dos 3, pode ser obtida a
partir da consideracdo da C'-ortogonalidade de d; com as
direcces ja calculadas (i > j):

i—1
djCd; = u?C’%%—Zﬂmd/{Cdj @7)
k=0
¢
0 = U?Cdj-i-ﬂijd]erj (28)
¢
’LLTCdj
o= i ldy 29
bis aTCd, #9)

Sendo o célculo dos (3;; muito pesado em termos de
memoria e de complexidade (O (N ?) operagBes) 0 método
das Direc¢bes Conjugadas com a ortogonalizacdo de Gram-
Schmidt ndo foi muito utilizado até o advento do método
dos Gradientes Conjugados.

O método dos Gradientes Conjugados & um caso particular
do método das Direc¢bes Conjugadas em que as direccdes
de aproximagdo sdo geradas por conjugacdo dos residuos
(ou seja, u; = r(?)). Esta escolha revela propriedades que
permitem simplificar enormemente o calculo dos 3, e tor-
nar o método muito mais eficiente.

Sendo as direccBes de aproximacgdo construidas a partir
dos residuos, o subespaco gerado por {do,d;,...d;_1} €0
mesmo do gerado por {r(®, (1) (=D} de maneira que,
pela sua ortogonalidade com as anteriores direc¢des de pro-
cura, o residuo & também ortogonal aos residuos anteriores,
sendo:

rOT @) =0, i# g

A expressdo simplificada para o calculo dos 3;;,, pode ser
obtida tomando em consideracdo o produto interno entre
r(® e r(i+1) (este Gltimo expresso segundo a formula recur-
siva (26)):

POTRGH) — pOT,(0) _ o0 g,

de onde se pode deduzir:

oD pOTCd, = pOTHG) — pOTpG+1)

0
1 , .
WT(Z)TT@ i=j
(67
NT S
() CdJ = _mr(l)TT(l) t=7+1
0 outros casos.

Sendo os j3;; definidos sb parai > j, obtém-se:

1 T
Bij =< ati-D gl Cd;_4
0 P>+l

i1
1 =)+ (30)



Comparando (29) com (30) pode-se notar como, na segun-
da, desapareceram todos os coeficientes 3;; excepto um.
Simplificando (considerando (25)):

H(OT (0)

Bii—1 = Bi = 7

T (i—1)"
i717"( )

Como na expressao

i—1
dIr) = ulr® £ 3" Bydfr® (31)

k=0
os coeficientes 3;;, sdo todos nulos, obtém-se

diTr(i) - ulrr(i) = AT

0 que permite chegar a seguinte expressdo simples para o
calculo dos 3;:

T
CT DT (1)

Resumindo, o método dos Gradientes Conjugados pode ser
esquematizado nas equacdes:

dy = 1 =p—Cz®,
“ AT ()
aV = e
Cd;
Y = g(i) + aPd;,
N RN Y
pAHDT L (i41)
Biv1 = T
digr = ) 4+ 8,1d;.

Teoricamente, o algoritmo dos Gradientes Conjugados atin-
ge a solucdo na N-ésima iteragdo mas, devido aos erros
de aproximacdo, perde-se gradualmente a C-ortogonalidade
entre as direccbes de procura, de modo que, na sua
implementacdo numérica, o método ndo converge em N
iteracBes. Contudo, a analise da convergéncia [13] permite
confirmar a eficiéncia do método e sugere a sua utilizacdo
como método semi-iterativo, sendo utilizado como critério
de paragem o descer da norma do residuo abaixo de um de-
terminado valor, 0 que pode até acontecer em menos de N
iteracdes.

Hoje em dia este método, tomado como semi-iterativo, &
bastante utilizado em problemas de grandes dimensdes. Os
problemas de tomografia tém essa caracteristica, e a respec-
tiva matriz C pode ser esparsa, propriedade que pode ser
aproveitada para diminuir a complexidade do algoritmo.

A aplicagdo do método ao sistema de equagdes AT Az =
ATy pode conduzir a resultados numéricos insatisfatorios
pelo facto de AT A ser mal condicionada. Van Dijke re-
fere [14] que Paige e Saunders em 1982 propuseram uma
variante do GC, chamada LSQR, aplicavel a problemas de
minimos quadrados ndo simétricos e fornecendo, em caso
de problemas mal condicionados, resultados melhores de
que o algoritmo dos Gradientes Conjugados.
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