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Modelos matemaéticos e problemas de optimizacdo combinatéria”

Iouliia Skliarova, Anténio B. Ferrari

Resumo — Este artigo apresenta alguns resultados da analise
de modelos matematicos, tais como conjuntos, grafos,
matrizes discretas e fungdes booleanas, utilizados para a
especificagdo e a resolugdo de problemas de optimizacio
combinatéria. E demonstrado que estes modelos sdo
mutuamente convertiveis uns nos outros. Sdo apresentados
também exemplos de problemas combinatérios tipicos que
surgem na darea de projecto de dispositivos digitais. A
maioria destes problemas podem ser resolvidos com a ajuda
dos modelos referidos, através da aplicacdo de métodos
combinatérios. Por fim, analisam-se diferentes possibilidades
da implementacao de algoritmos combinatérios.

Abstract — The paper presents the results of the analysis of
different models that are used in problems of combinatorial
optimization, such as graphs, sets, discrete matrices, and
Boolean functions. It is shown that these models can be
mutually converted one into another. Many examples of
typical combinatorial tasks, which appear at different steps
of the design of digital devices, are considered. The majority
of these tasks can be solved with the aid of the presented
models and the respective combinatorial methods. Finally,
different ways of implementation of combinatorial
algorithms are analyzed.

I. INTRODUCAO

Os problemas de optimizagdo combinatéria surgem em
varias areas praticas tais como desenvolvimento de
circuitos  digitais, diagnostico técnico, cartografia,
reconhecimento de padrdes, planeamento de circulagdo de
transporte, etc. Uma das caracteristicas distintivas destes
problemas ¢é que a sua resolucdo estd ligada com o exame
de elementos de um conjunto finito especificado pelos
dados iniciais. Os problemas de optimizagdo possuem um
conjunto de solugdes S = {si, ..., S, no qual ¢ definida
uma fungdo de custo c(s;). Na resolu¢do dum problema de
optimizagdo ¢ preciso encontrar uma solugdo com a
fun¢do de custo minima. Os algoritmos desenvolvidos e
utilizados para a resolugdo destes problemas sdo avaliados
com os 2 critérios seguintes: a qualidade da solugdo ¢ a
sua complexidade. De acordo com o critério da
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complexidade os algoritmos sdo divididos normalmente
em duas classes: polinomiais e exponenciais. Os
algoritmos exactos, que garantem a obten¢do da solucdo
exacta do problema, t€m frequentemente complexidade
muito elevada, o que impede a sua aplicagdo na pratica.
Por outro lado os algoritmos aproximados nem sempre
levam a solugdo exacta mas asseguram uma aproximagao
bastante boa a esta.

A resolugdo de problemas combinatérios é bastante
dificil especialmente quando € necessario encontrar uma
solugdo optima. Contudo a complexidade dos dados
iniciais em muitos problemas praticos ¢ limitada, o que
poderia levar a concluir que ndo é preciso desenvolver
algoritmos eficientes teoricamente, i.e. basta que os
algoritmos sejam eficientes na pratica. Na resolugdo de
muitos problemas combinatérios o0s requisitos de
qualidade da solugdo podem ser diminuidos, i.e.
frequentemente a obtengdo da solugdo Optima ndo ¢é
necessaria, portanto os métodos exactos podem ser
substituidos pelos aproximados que sdo normalmente
bastante mais rapidos. Em muitas situagdes praticas ¢
possivel aplicar métodos de redugdo que, diminuindo a
dimensdo do problema em questdo, reduzem
essencialmente o nimero de variantes a rever [1]. O
desenvolvimento de métodos deste tipo com base na
investigagdo de caracteristicas de problemas concretos ¢ a
area essencial da aplicagdo da analise combinatoria.

Entre varios modelos matematicos utilizados no
desenvolvimento de algoritmos combinatorios destacamos
conjuntos, grafos, matrizes e fun¢des logicas. Notamos que
um modelo pode ser transformado noutro.

II. EXEMPLOS DE PROBLEMAS COMBINATORIOS

Analisemos  alguns  exemplos de  problemas
combinatdrios tipicos que surgem frequentemente em
projecto de dispositivos digitais. Classificamos os
problemas de acordo com os modelos matematicos usados
normalmente para a sua especificagdo. Varios algoritmos
de resolugdo destes problemas podem ser encontrados nas
referéncias indicadas.



A. Conjuntos

A.1. Obtencao de particdo minima

O problema ¢ formulado de maneira seguinte. Num
conjunto U é necessario encontrar uma parti¢do 7z que ¢é
composta por um numero minimo de blocos. Cada bloco
U' desta partigio deve corresponder a determinados
requisitos e

n:{u‘,...,u“}, U'cU, U'=0, U nUT=0 Vij,i=], Uui:u
i=1

B. Grafos

B.1. Coloracéo de grafos

Este problema ¢ um dos mais conhecidos problemas
combinatorios. Normalmente exige-se colorir um grafo
usando um niimero minimo de cores atribuindo a todos os
vértices adjacentes cores diferentes [2, 3]. A fig. 1 ilustra
a coloragdo minima de um grafo com 3 cores.

Fig. 1 — Coloragdo minima do grafo
B.2. Encontro de caminhos

Problema de encontro de caminhos num grafo também ¢
muito conhecido [3, 4]. Este é formulado de modo
seguinte. Ha um grafo orientado e interpretado G(E,V,W),
um vertice inicial v, e um vertice final v.. E preciso
encontrar o caminho mais curto ou mais comprido (em
termos de pesos dos arcos) do vertice vy, para o v.. Na fig.
2 ¢ apresentado um grafo interpretado, se vy, = v, € Ve = Vs
entdo o caminho mais curto € 0 V,-v3-vs, € O mais
comprido é 0 v,-vs,

Fig. 2 — O caminho mais curto de v, a vs € v,-v3-vs
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B.3. Particdo em cliques

Uma clique dum grafo ¢ um subgrafo completo. Um
grafo diz-se decomposto em cliques quando o conjunto
dos seus vertices fica dividido em subconjuntos que néo
se intersectam, cada um dos quais representa uma clique
[5]. O problema mais frequente é a procura da partigdo
minima. O grafo G(V, E) na fig. 3 pode ser dividido em
duas cliques {vi, vo, v3} {v4}.

Fig. 3 — Parti¢do em cliques

B.4. Corte

Este problema consiste em cortar um grafo em varios
subgrafos de tal maneira que o nimero de vértices em
cada um dos subgrafos ndo exceda k e o peso total de
arestas eliminadas fique minimizado [6]. Na fig. 4 ¢
apresentado um exemplo de corte de um grafo com k = 2.

Fig. 4 — Corte do grafo comk =2

C. Matrizes

Aqui consideramos apenas matrizes booleanas e
ternarias, utilizadas para a especificacdo de relagdes
binarias e ternarias arbitrarias.

C.1. Encontro de menores

Muitos problemas estdo relacionados com o encontro de
um menor (subconjunto de linhas ou colunas) com
determinadas caracteristicas numa matriz. Um dos mais
conhecidos ¢ o problema da obtengdo da cobertura
minima, onde se procura descobrir um menor minimo
composto pelas colunas (linhas) que contenham em cada
linha (coluna) pelo menos um elemento igual a 1 [7]. O
problema de determinar o teste diagndstico minimo € um
outro representante desta classe. Aqui pretende-se
descobrir um menor minimo, cujas linhas sejam todas
diferentes (supde-se que na matriz inicial estas também
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sdo diferentes) [8]. Consideremos a matriz booleana B.
Neste caso o vector booleano [01100] representa a
cobertura minima (composta pela segunda e terceira
colunas da matriz B) e o vector [01011] representa o teste
minimo.

10101
1100 0
B=[0 1 1 0 1
00100
010 1 0

C.2. Relag&o de ortogonalidade

Um dos exemplos de problemas deste tipo ¢ o seguinte: é
necessario encontrar um vector que seja ortogonal a todas
as linhas de uma dada matriz ou concluir que este ndo
existe [7]. Relembramos que dois vectores estdo em
relacdo de ortogonalidade se pelo menos numa das suas
componentes um vector tem o valor 0 e outro o valor 1.

C.3. Construcéo de uma nova matriz

Muitos problemas exigem a constru¢do de uma nova
matriz C que deve estar numa determinada relagdo com
uma dada matriz B. Um exemplo desta classe de
problemas é o da determinag@o da base disjuntiva minima,
onde ¢ preciso construir a matriz C com o nimero minimo
de linhas de tal maneira que cada linha da matriz B seja
igual a disjungdo de varias linhas de C [1, 7]. Ilustramos
este problema com as seguintes duas matrizes B e C.

01 11101
1 00 0111 1 00 0 01 1
001 0101 001000 1
B=ft 01001 1] C=( 1 01 00 1
1 101 011 00007100
0101100
01 1.1 0 0 1]

C.4. Minimizagéo

Quando uma matriz representa a DNF (Disjunctive
Normal Form) de uma fungdo (ver secgdo III) surgem
frequentemente problemas de minimizagdo da mesma. Por
exemplo, para uma dada matriz ternaria € preciso
encontrar uma outra matriz equivalente com o numero de
linhas minimizado. Assim, a seguinte matriz T representa
uma DNF inicial e a matriz U representa a DNF mais
curta equivalente a inicial [7].

0 0
1 0 - -
T=|—- 0 1 1 U=
001 -
01 0

D. Funcdes booleanas

D.1. Minimizacéo

Relembramos que qualquer fung¢do booleana pode ser
representada em DNF, i.e. em forma de disjuncdo de um
conjunto finito de conjungdes elementares diferentes. O
problema de obtengdo de DNFs mais simples para uma
dada fun¢do booleana ¢é bastante complicado.
Normalmente por critério de simplicidade toma-se o
nimero total de argumentos (quanto a procura da DNF
minima) ou o niimero de conjungdes elementares (quanto
a procura da DNF mais curta) [7, 9]. Por exemplo, para a
fungdo f =X;X, v XX, v X;X, obtemos a seguinte DNF
mais curta f =X; v X,. Note-se que o problema de

encontro da DNF mais curta coincide com o da
determinag¢do da matriz ternaria minima (com o nuimero
de linhas minimo) equivalente a dada.

D.2. Decomposicéo

Este problema consiste na representagdo de uma fungdo
booleana em forma de composi¢do de varias fungdes
booleanas cada uma com um menor namero de
argumentos [7].

D.3. Satisfabilidade

Este problema consiste na verificagdo da existéncia de
valores de argumentos tais que tornem a fungdo igual a 1
[9]. Tautologia é um problema complementar que verifica
se a fungdo é equivalente a 1, i.e. adquire o valor 1
independemente dos valores dos seus argumentos.
Notemos que este problema coincide com o da
determinacdo de um vector que ¢é ortogonal a cada linha
da matriz que representa a DNF da fun¢do (caso seja
impossivel encontra-lo, pode-se concluir que a fungdo ¢
equivalente a 1).

III. TRANSFORMACOES MUTUAS DE MODELOS

Com a ajuda de matrizes logicas pode-se formular
muitos problemas combinatdrios e construir algoritmos
para a sua resolu¢dio. As matrizes possuem uma estrutura
que as torna bastante convenientes para 0 armazenamento
e processamento em computador. Portanto mostramos
como especificar grafos e funcdes booleanas através das
matrizes respectivas.

Um grafo G(V, E) pode ser representado em forma de
uma matriz de adjacéncia ou de incidéncia. Uma matriz de
adjacéncia A ¢ uma matriz quadrada de dimensio |V|*|V|,
onde cada elemento a/ ¢ igual a 1 caso o vértice i seja
adjacente ao vértice j, e ¢ igual a 0 caso contrario. Uma
matriz de incidéncia | ¢ uma matriz com as dimensdes
|[V|*|E|. Para um grafo ndo orientado cada elemento (i, j)



da matriz ¢ igual a 1 caso a aresta j seja incidente ao
vértice i, e é igual a 0 caso contrario. Para um grafo
orientado um elemento em posicdo (i, j) € igual a 1 se o
vértice i é a origem do arco j, é igual a -1 se o vértice i é o
destino do arco j, e ¢ igual a 0 caso contrario. Na fig. 5 é
representado um grafo ndo orientado e as suas matrizes de
incidéncia e de adjacéncia.

abocde f g 1 23 45
11 1.0 00 0 0] 1o 1 1 0 0]
201 01 1.0 0 0 201 01 1 0
310110110 311101 1
40 0 01 1 01 40 1 1 0 1
50 00 00 1 1] 50 0 1 1 0]

Fig. 5 — Grafo e as matrizes de incidéncia
e de adjacéncia respectivas

As fungdes booleanas também podem ser representadas
em forma de matrizes booleanas e ternarias. Quando uma
fungdo booleana estd em DNF entdo as colunas da matriz
correspondem aos argumentos da fungdo e as linhas
determinam as conjungodes elementares. Por exemplo, para
a fungdo seguinte ¢ bastante facil construir as respectivas
matrizes booleana e ternaria:

X1 Xo X3 V X[ Xo X3 V X1 Xy X3 V X X5 X3 V X Xy X3 = X) V Xy X3

o8]
Il
—_ = = = O
—_— O O =
_—0 = O =
—
Il
| —
| =
-
-
|

Notemos que a matriz booleana B pode ser obtida a partir
da matriz ternaria T através da substitui¢io das
componentes que possuem valor “-“ com todas as
combinagdes possiveis de 0 e 1, e da eliminacdo posterior
de linhas iguais.

Um sistema de fungdes booleanas y=f(X) pode ser
especificado com a ajuda de um par de matrizes X ¢ Y. Se
as fungdes booleanas estdo em DNF entdo as colunas da
matriz X determinam um sistema de intervalos juntamente
com as conjungdes elementares respectivas, e as linhas da
matriz Y correspondem as DNFs, i.e. cada elemento y; é
igual a 1 quando a conjungdo elementar j entra na DNF i.
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O seguinte exemplo ilustra a representacdo de um sistema
de DNFs com as matrizes X e Y:

Y1 =XV XpXs
Y2 = XX X5 V Xp Xy
Y3 =X VX Xy V Xy X3

|
[
oS o =
[
|
—_— 0 =
S = O
S = O
- o O

IV. APLICACOES PRATICAS DE PROBLEMAS
COMBINATORIOS

Muitos problemas praticos reduzem-se a resolugdo de

varios problemas combinatdrios tipicos. Consideremos
alguns exemplos destes problemas praticos destacando os
que surgem na area do desenvolvimento de circuitos
digitais.

E conhecido que uma das fases da sintese e optimizagdo
arquitectural consiste na distribui¢do de operagdes no
tempo, i.e. na determinagdo do inicio da execucdo de cada
operagdo com base na analise da sequéncia e interac¢do de
todas as operagdes [9]. A possibilidade da resolugdo deste
problema com dadas restricdes temporais pode ser
verificada aplicando o método da determinagdo do
caminho mais comprido num grafo. Consideremos um
grafo orientado e interpretado, cujos vértices representam
as operacdes e cujos arcos correspondem as dependéncias
entre as operacdes. O peso de cada arco ¢é igual ao atraso
da operagdo colocada na sua origem. Os arcos
complementares especificam as restricdes temporais e as

max

restrigdes maximas Uj; definem o intervalo maximo

de tempo que pode decorrer entre duas operagdes i € j.
Sendo assim, para que o problema tenha solugdo, o
caminho mais comprido (o caminho com o peso maior)

neste grafo entre os vértices v; e v;deve ser < U i‘j“ax )

Na fase seguinte da sintese arquitectural efectua-se a
atribuicao das operacgdes aos recursos existentes. Um dos
objectivos a atingir nesta fase consiste na diminui¢do da
drea do circuito permitindo que varias operagdes
distribuidas no tempo utilizem o mesmo hardware [9].
Neste caso duas operagdes chamam-se compativeis caso
ndo executem simultineamente e possam  ser
implementadas em recursos do mesmo tipo. Constroi-se o
grafo de compatibilidade, cujos vértices correspondem as
operagdes e cujas arestas ligam os pares de operagdos
compativeis. Sendo assim o problema da distribuicao
optima de recursos reduz-se a particdo do grafo num
numero minimo de cliques.
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Para a minimizacdo do nimero de condigdes logicas
numa FSM (Maquina de Estados Finitos) usa-se a
informagdo complementar sobre as suas alteragdes
possiveis no processo de execucdo. Designemos por A(X;)
o conjunto de estados cujas transicdes dependem da
condicdo  légica x;, i=l,.,L. Colocamos em
correspondéncia a cada conjunto A(X;) um vector g; =
(gi1,---giL), € representamos todos os vectores por uma
matriz G, onde cada elemento g; ¢ igual a 1 se em todos
os estados de A(x;) xj= 1, g; ¢ igual a 0 se em todos os
estados de A(x;) xj= 0, e g;; € igual a “-* se nos estados de
A(x;) a condi¢do x; pode tomar tanto o valor 1 como o
valor 0. Com base na matriz G construimos um grafo com
os vértices correspondentes as condicdes logicas. Os dois
vértices X; € x; sdo ligados por uma aresta caso g; # g;; -

Depois de colorir o grafo com o numero minimo de cores
podemos unir (de um modo especial [10]) aquelas
condigdes logicas que correspondem aos vértices da
mesma cor.

Na fase da sintese logica de circuitos efectua-se a
minimizagdo de func¢des booleanas. O objectivo ¢
construir um sistema de fung¢des que sendo equivalente ao
inicial corresponde aos requisitos especificados (por
exemplo, a complexidade minima ou o atraso de
propagacdo minimo, etc.).

O método da determinagdo das particdes minimas de um
conjunto aplica-se na fase de mapeamento de elementos
loégicos em células de uma dada biblioteca. Por exemplo,
temos um sistema de fungdes booleanas em DNF com L
argumentos, N fungdes e B conjuncgdes diferentes.
Designamos com L', i=l, .., B, o namero de argumentos

na conjungdo i, entdo L, . =maxL;. E preciso
1

implementar este sistema de fun¢des booleanas em
PLAs(s,t,q) (PLA com s entradas, t saidas e q linhas
intermédias) e L > s, N > t, B > q, L™ <= s,
Consideremos o conjunto de todas as conjungdes
elementares diferentes E={ey,...,eg}. Entdo o problema
reduz-se ao encontro de particdo minima no conjunto E
que para cada bloco E" faz cumprir as seguintes restri¢des:
o nimero de argumentos em E" <'s, o nfimero de fun¢des
que dependem de E"<=te |E"|<q[I11].

Frequentemente surge o problema de decomposicdo de
uma FSM em varias sub-FSMs mais simples. Um dos
objectivos que se coloca consiste em minimizar a
quantidade de ligagdes entre sub-FSMs, o que ¢
equivalente a minimiza¢do do nimero de transigdes entre
os estados pertencentes a sub-FSMs diferentes [6, 12].
Para resolver este problema ¢ preciso cortar o grafo da
FSM inicial em subgrafos minimizando a quantidade de

sub-FSMs e o nimero de arestas eliminadas.

Suponhamos que temos um conjunto de vectores
booleanos e precisamos de construir um array AND (o
mais simples possivel) que implemente estes vectores.

Pede-se também arranjar os vectores de entrada
respectivos que serdo transformados em dados vectores de
saida. Notamos que a estrutura de um array AND pode ser
especificada com a ajuda de uma matriz B, e a sua

funcionalidade descreve-se com a equagdo Y =BxX
[7]. Sendo assim, temos de encontrar as matrizes
booleanas B (com o nimero minimo de colunas k) e X
(com o mesmo numero de linhas k) que satisfazem a

equacdo Y =BxX. Substituimos a matriz Y com a sua
negacdo Y’ e analisamos a equagdo Y'=BxX. Neste
caso cada coluna da matriz Y’ ¢ igual a disjuncdo de
varias colunas da matriz B (a matriz X indica quais).
Portanto o problema reduz-se a determinagdo da base
disjuntiva minima.

As vezes surge o problema de determinagio de causas a
partir dos efeitos que estas provocam (por exemplo, em
diagnoéstico). Neste caso as causas abrangem oS
fenébmenos cuja observacdo ¢ dificil ou mesmo
impossivel. Por outro lado, os efeitos sdo directamente
detectaveis. Contudo a detecc¢do dos efeitos tem um custo
associado portanto o seu nimero deve ser restringido.
Sendo assim, surge o problema de determinar o
subconjunto minimo de efeitos cuja observagdo permite
descobrir a respectiva causa. A relagdo entre os conjuntos
de causas ¢ efeitos pode ser representada em forma de
uma matriz booleana X onde cada elemento x; ¢ igual a 1
se a causa j provoca o efeito i, e é igual a 0 caso contrario.
Entdo o problema reduz-se a determinar o teste
diagnéstico minimo para a matriz X [7].

V. METODOS DE RESOLUCAO DE PROBLEMAS
COMBINATORIOS

Na sua forma mais simples a resolu¢do de um problema
combinatdrio consiste no exame de todas as variantes
possiveis. Cada variante é examinada uma por uma e logo
que se verifique que uma destas ¢ a solugdo, o processo de
pesquisa termina. Em algumas situa¢des este método
simples ¢ o Gnico que pode ser aplicado. Por exemplo, é
preciso encontrar 0 nimero minimo num conjunto de n
numeros. E evidente a inevitabilidade de examinar os n
elementos.

O conjunto entre cujos elementos se procura a solugdo €
finito, portanto ao examinar exaustivamente os seus
elementos podemos sempre encontrar a solugdo ou
concluir que esta ndo existe. Portanto qualquer problema
logico pode ser resolvido em principio, mas isto ndo
significa que possa ser resolvido em tempo aceitavel. Por
exemplo, sabemos que a solu¢do de um problema pode ser
representada por uma fungdo booleana desconhecida de
10 variaveis. Existem 2° de fungdes booleanas diferentes
de n argumentos, 10%0 o método de revisdo completa vai
exigir o exame de 2% =2'"> 10 variantes!

Sendo assim 0 método de revisdo completa s6 pode ser
aplicado em situagdes muito simples. No caso geral
devemos reduzir de alguma maneira a quantidade de



variantes a  considerar  utilizando
complementar sobre o problema em causa.

Uma das técnicas gerais da resolugdo de problemas
combinatdrios consiste na constru¢do de uma arvore de
pesquisa. A raiz da arvore corresponde a situacdo inicial e
os restantes vértices representam todas as situagdes que
podem ser atingidas no processo de pesquisa. Os arcos
correspondem aos passos do processo decisorio. Na
maioria dos casos a arvore é desconhecida inicialmente, €
s0 se constroi durante o processo de pesquisa da solugdo.
Ao atingir uma dada situagio devemos determinar todas
as variantes possiveis da continua¢do da pesquisa, i.e.
todos os arcos de saida. E evidente que é necessario
reduzir de algum modo o seu niimero para que a solugéo
seja encontrada o mais depressa possivel. Normalmente
esta redugdo ¢ baseada na eliminag¢do dos passos que ndo
vém a alterar a situag@o actual, na rejeicdo das variantes ja
analisadas anteriormente e em parar de procurar aquelas
solugdes cujo custo no ponto actual ja se tornou maior do
que o custo de alguma das solugdes ja encontradas.

Este método simples sendo universal é pouco eficaz, i.e.
s0 pode ser aplicado na pratica caso os dados iniciais do
problema sejam bastante simples. Uma das técnicas que
aumentam significativamente a eficicia deste método ¢é a
reducdo. Nesta técnica uma situacdo actual substitui-se
por uma outra situacdo mais simples, o que permite
reduzir a quantidade de calculos necessarios para analisar
o conjunto de variantes resultantes desta situacdo. As
maneiras concretas de reducdo sdo extremamente
diversas. Por exemplo, é preciso encontrar a cobertura
minima de uma matriz booleana. Neste caso a matriz
inicial pode ser diminuida através da eliminagdo de linhas
dominantes a colunas dominadas (se procuramos a
cobertura composta por colunas) [7], i.e. a simplificagdo
da situacdo consiste na diminui¢do da matriz. Um
exemplo classico desta técnica ¢ o da determinacdo das
raizes de uma equagdo pelo método da bisecgdo do
intervalo, em que a simplificagdo da situa¢do consiste na
diminui¢do do intervalo no qual se procura a raiz da
equacao.

Contudo nem sempre se pode recorrer a técnica de
reducdo, sendo necessario considerar também o processo
da decomposi¢do de situagdes. Neste caso uma das
situagdes torna-se critica ¢ por esta razdo deve ser
substituida por um conjunto de situagdes mais simples,
cada uma das quais deve ser examinada. E de notar que
convém decompor no menor nimero possivel de situagdes
mais simples. O processo de decomposi¢do € representado
por uma arvore de pesquisa de cujos vértices saem varios
arcos. Por exemplo, temos uma fungdo booleana
f(x1,...,X,) € pede-se para encontrar um vector booleano X
que faz com que a fungdo fique igual a 1. De acordo com
o teorema de Shannon podemos decompor uma situagdo
corrente em duas, escolhendo uma variavel x; e supondo
que numa situacdo esta variavel fica igual a 1 e noutra fica
igual a 0:

(X5 oo X ) =X (X oo Ly o X)) VX E(X 000y 050 X))

informacao
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A seguir analisamos a primeira situagdo. Se esta nos levar
a solug¢do, o processo da pesquisa para; caso contrario
teremos de examinar a segunda situacdo.

As vezes consegue-se ordenar as situacdes para as quais
se decompde a situagdo corrente, i.e. pode-se analisar
algumas caracteristicas do problema e com base nesta
informagdo escolher uma situagdo preferivel que tem
maiores probabilidades de nos levar a solugdo. Isto
melhora significativamente a eficiéncia dos algoritmos.
Por exemplo, quando procuramos um vector ortogonal a
cada linha de uma dada matriz ¢ ndo podemos reduzir
uma situacdo actual, a Unica saida consiste no exame
sequencial dos valores possiveis de todas as componentes
desconhecidas deste vector. Contudo, para encontrar a
solugdo o mais rapido possivel, recomenda-se escolher
primeiro a componente que corresponde a coluna mais
determinada da matriz, i.e. a coluna que tem o numero
minimo de valores “-“[7].

Em muitos problemas praticos nem sempre ¢ possivel
encontrar a solugdo Optima, pelo que os métodos
aproximados tém ampla difusdo. Nos métodos
aproximados a busca que se efectua ¢ bastante reduzida
devido a eliminagdo das variantes menos promissoras.
Contudo entre as variantes eliminadas pode estar a
optima. A eficiéncia dos métodos aproximados ¢é avaliada
segundo a qualidade da solugdo obtida e o tempo gasto
para a obter.

VI. IMPLEMENTAGAO DE ALGORITMOS COMBINATORIOS

Os algoritmos de resolug@o de problemas combinatorios
podem ser implementados em software, em hardware ou
de uma maneira mista. Devido a necessidade do exame de
muitas variantes no processo de solugdo, a implementacéo
em software requer consumos significativos de tempo. Os
modelos  considerados sdo de bastante dificil
representagdo na memoria dos computadores, portanto
devemos aplicar métodos especiais para a organizacao,
armazenamento e processamento de dados especificos,
tais como grafos, etc.

Pode-se implementar os algoritmos combinatdorios em
hardware mas isto também revela algumas dificuldades.
Por um lado cada problema é tnico em termos do
conjunto de operagdes que requer. O tipo de operacdes ¢é
normalmente bastante reduzido e estas sdo aplicadas as
estruturas uniformes de dados (por exemplo, linhas e
colunas de matriz). Por outro lado, é muito dificil propor
algum dispositivo universal que possa ser usado para a
resolugdo de qualquer problema arbitrario. Isto
inviabiliza a construcdo de hardware dedicado porque este
seria muito caro e utilizado de uma maneira ineficiente.

Contudo o uso de dispositivos reconfiguraveis, tais como
FPGAs (Field Programmable Gate Arrays), seria
justificado e eficaz. E evidente que a implementagio em
hardware reduz significativamente o tempo necessario
para a resolu¢do de problemas respectivos. Neste caso
podemos usar as FPGAs de duas maneiras diferentes:
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1. Como um co-processador reconfiguravel que pode
ser reprogramado para a resolucdo de problemas
diferentes. Sendo assim, a reconfiguragdo consiste
em implementar um conjunto de operagdes
reduzido. A construgdo de um co-processador deste
tipo ndo € facil, mas é possivel [13, 14].

2. Como um dispositivo especial que mapeia
directamente uma determinada estrutura de dados.
Por exemplo, um grafo pode ser modelado por um
sistema de flip-flops interligados que correspondem
aos vértices do grafo. Uma ligagdo entre dois flip-
flops representa um arco entre os vértices
respectivos. Tais estruturas permitem resolver
muitos problemas combinatorios, por exemplo os de
encontro de caminhos num grafo. E possivel
especificar as estruturas de maneira a poderem ser
guardas numa biblioteca expansivel.

Os algoritmos combinatdrios podem também ser
realizados de uma maneira mista, sendo umas partes
implementadas em software ¢ outras em hardware, i.e.
num dispositivo baseado em FPGA e ligado ao
barramento do computador. Uma estrutura deste tipo pode
aproveitar das vantagens de implementagdes diferentes.

VII. CONCLUSOES

Neste artigo apresentamos alguns exemplos de
problemas combinatérios tipicos e consideramos varios
modelos matematicos usados normalmente para a sua
especificacdo ¢ resolugdo. Foi demonstrado que estes
modelos s3o mutuamente convertiveis. Analisdmos alguns
exemplos praticos que surgem na area de projecto de
dispositivos digitais e requerem a resolug@o de problemas
combinatérios. Consideraram-se também os principais
métodos utilizados na fase de desenvolvimento de
algoritmos de resolucdo de problemas combinatdrios.
Estes algoritmos podem ser realizados quer em software,
quer em hardware. A implementa¢do em software requer
normalmente muitos recursos do computador e consome
bastante tempo. Existem muitos problemas que nem
sequer podem ser resolvidos devido a sua complexidade
elevada (a maioria dos problemas combinatorios nao séo
resoluveis em tempo polinomial). A implementagdo em
hardware permite reduzir o tempo necessario para a
execucdo, mas neste caso cada aplicagdo exige um

circuito dedicado. Para resolver este problema pode-se
usar hardware reconfiguravel, tal como FPGAs.
Concluimos que o melhor resultado sera obtido caso
combinemos de uma maneira razoavel a implementacdo
em software, com a utilizagdo de hardware reconfiguravel
baseado em FPGAs.
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