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Sumdrio - Este documento propde um método de
planeamento de caminhos de curvatura continua em tempo
real, usando uma trajectéria composta por arcos de
circunferéncia, segmentos de recta e clotéides. A sua
aplicacdo destina-se a0 movimento de um veiculo auténomo
no ambiente de uma pista de formula 1. O método descrito
esta a ser utilizado no ambiente de simulacio RARS '.

Abstract - This paper proposes a method for real-time
planning of continuous curvature paths in a structured
environment. The building blocks of such paths are circle
segments, straight-line segments and clothoids — the later
being used to smoothly adapt the curvature profile of the
resulting paths. The main application for this method would
be to provide guidance for autonomous vehicles in a
formula one like environment. Actually, it is currently being
used in a RARS (Robot Auto Racing Simulator) driver, a
simulation framework for formula one driver robots.

I. INTRODUCAO

O problema de planeamento de trajectorias surge em
qualquer aplicagdo, que dispondo de um veiculo, fisico ou
simulado, pretenda fazer uso de mobilidade num espago
com obstaculos. Existem varios métodos para a
planificagdo de caminhos, sendo que a escolha depende do
grau de complexidade e da qualidade do meio onde o
veiculo se ira movimentar, bem como de caracteristicas do
proprio veiculo. Como forma de avaliagdo do planeamento
usam-se critérios como o comprimento, o tempo, a
distancia aos obstaculos, ou a suavidade dos caminhos.
Em [4] encontram-se diversos métodos classicos para o
planeamento de trajectérias.

Este documento propde um método para o planeamento
de caminhos num espaco plano, cujos obstaculos sdo
representados pelas «paredes» de uma pista de formula 1.
A pista é modelada utilizando segmentos de recta paralelos
e arcos de circunferéncia concéntricos, ao invés da usual
representagdo de obstaculos por intermédio de formas
poligonais, e define assim apenas dois obstaculos, as

' Robot Auto Racing Simulator — Simulador de carros de corrida dese-
nhado por Mitchell E. Timinin, com o intuito de apoiar o
desenvolvimento de veiculos automaticos utilizando Inteligéncia
Artificial e Controlo Adaptativo em Tempo Real.

http://sourceforge.net/projects/rars

margens esquerda e direita, que se fecham individualmente
no inicio (ou fim) da pista. Quanto ao modelo do veiculo
utilizado, trata-se de um carro de quatro rodas, trac¢do e
direc¢do dianteiras, e forma rectangular.

Este modelo impde uma importante restrigdio na forma
dos caminhos, devendo estes ser de curvatura continua,
razdo pela qual ndo podem ser formados, apenas, por
segmentos de recta e arcos de circunferéncia. A juncdo
destes dois tipos origina uma descontinuidade na
curvatura. A solucdo apresentada baseia-se no uso de
clotoides, para fazer a adaptagdo entre os caminhos
referidos (¢f [1]). A abordagem tomada no documento
referido difere essencialmente na natureza do problema em
questdo — os arcos de circunferéncia e os segmentos de
recta ndo sdo obstaculos pré-definidos, mas consequéncias
de uma metodologia que constrdéi um caminho sub-6ptimo
entre posigdes inicial e final pré-definidas, num espago
plano e com obstaculos poligonais.

II. MODELO DO VEICcULO

O modelo do veiculo, V, esta representado na Fig. 1. As
duas rodas dianteiras sdo direccionais. O referencial do
carro, R, esta fixo ao centro do eixo traseiro. A configu-
ragdo de V ¢ definida por um 4-tuplo (x, y, 6, k), onde x e y
sd0 as coordenadas de posicdo de V, 6 a orientagdo
(angulo entre o eixo dos xx e o eixo principal do veiculo) e
k € o inverso do raio da curva que o carro descreve (defi-
nido em fungdo da orientag¢do das rodas dianteiras).

Fig. 1 — Modelo do veiculo.

O movimento de V efectua-se num espaco planar,
WcR?, e esta limitado por trés restrigdes classicas.

A primeira deve-se ao facto de o eixo traseiro ser fixo, e
de as rodas traseiras rolarem sem escorregar, de onde se



conclui que o centro de rotacdo, G, do corpo V tem de
estar alinhado pelo eixo traseiro. Dai resulta a seguinte
restri¢do no movimento:

—x senf+ ycosd =0. (1)

A segunda deve-se ao facto de a orientacdo das rodas da
frente ser mecanicamente limitada, sendo o raio, r,
(distancia entre R e G) limitado inferiormente por » ., ou

min >

seja, a curvatura ¢ limitada

K i =1/r

min *

superiormente  por

k| < K, (2)

A terceira restrigdo deriva do facto da derivada da
curvatura estar limitada superiormente, ou seja o veiculo
(V) so6 pode orientar as rodas dianteiras a uma velocidade
finita:

\k\s(;md. (3)

X

III. PORQUE AS CLOTOIDES ?

As clotéides sdo curvas com um perfil de curvatura de
variagdo linear, sendo por isso a forma mais simples de
adaptag@o entre a curvatura de um arco de circunferéncia e
a de um segmento de recta (em que a curvatura é nula). A
curvatura de uma clotéide é definida por:

k(s)=os+k,. (4)

sendo o a derivada da curvatura, k, a curvatura inicial, ¢ s

a variavel de posi¢do na curva, em forma paramétrica, de
tal forma que s € [0,/], onde / ¢ o comprimento da curva.

A orientag@o de um ponto da curva vem dada pelo integral
de (4):

H(S):J.Sk(u)du:%sz +kys+0,, (5)

onde 6, ¢ a orientagdo inicial. A posi¢do de um ponto da
clotoide é: (6)
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em que 6, e r; sdo a orientagdo e raio finais da curva, R
uma matriz de rotagdo e x,, y, a posi¢do inicial. Ainda,
note-se que:
2
: o . .k
0'(s)==s+kys+6, e 6, =—2. (7)
2 20

As funcgdes CF e SF sdo, respectivamente, os integrais
co-seno e seno de Fresnel. As suas expressoes sdo:  (8)

VxeR, CF(x)= .[:COS[%MZ ]du, SF(x) = J-;sen(%uz jdu )

Estes dois integrais podem ser calculados numericamente
com recurso a séries de Taylor (cf. [2]).

IV. DESCRICAO DO METODO
A. Existéncia de Caminhos de Curvatura Continua

Neste trabalho ¢ proposta a construgdo de caminhos de
curvatura continua, compostos por uma sequéncia de
curvas, adaptadas a cada trogo de uma pista genérica de
formula 1, que define um «canal» de movimento para o
veiculo, V. A cada curva da pista faz-se corresponder um
caminho composto, em sequéncia, pelas seguintes curvas:
(1) g; — uma clotoide de entrada na curva, (2) g, — um arco
de circunferéncia que acompanha a curva, (3) g; — uma
clotoide de saida da curva, e (4) g, — um segmento de recta
que une este caminho ao que percorre a curva seguinte da
pista. A este caminho composto atribui-se o nome de frogo
de trajectoria.

Na Fig. 2 podem observar-se trés trogos diferentes, p, g, €
£, construidos de acordo com os métodos descritos, mais a
frente, neste texto.

A dificuldade surge ao tentar descrever, para cada tipo
especifico de topologia, numa pista de formula I, em que
condigdes existe, ou ndo, um caminho composto, como o
descrito, que cumpra simultaneamente, as restricdes do
veiculo relativas a suavidade do caminho, e o ndo ultra-
passar das margens da pista. Ha que avaliar, sobretudo, em
que condigdes € possivel ligar trogos de trajectoria
consecutivos, por forma a manter a continuidade da
curvatura nas suas ligacdes. A suavidade do caminho fica
garantida desde que as clotdides (segmentos 1 e 3 de um
trogo de trajectoria) ndo violem (3). A continuidade da
curvatura, entre os segmentos de um trogo de trajectoria, é
garantida por construgdo. O afastamento das margens da
pista € garantido, também por constru¢do, assunto que ¢é
abordado mais a frente neste texto. Na seccdo seguinte
avaliam-se as condigdes em que € possivel ligar trogos de
trajectoria consecutivos.

Fig. 2 — Exemplos de caminhos compostos.

A.1. Existéncia de uma Recta de liga¢do

Os segmentos de recta da trajectéria devem unir a
clotoide de saida a de entrada de trogos de trajectoria



consecutivos, tal como faz o segmento p, na Fig. 2. A
existéncia de um tal segmento de recta depende da
distdncia relativa das circunferéncias de cada um dos
trogos (tal como p; e ¢,), e do comprimento das clotdides
que une. A seguinte condi¢do ¢ necessdaria (mas ndo
suficiente) para garantir a existéncia de uma recta de
ligacdo:

— Para um trogo da pista do tipo curva e contra-curva,
como o da Fig. 2:

X x
rq+rpﬁ{cq}—{ Cp}, (9)
ycq ycp

onde ry, 7, € Xy, Veg € Xeps Vep SA0 0s raios € as coordenadas
dos centros, dos arcos de circunferéncia dos dois trogos de
trajectdria, p € q.

— Para um tro¢o da pista do tipo curva e curva, seja

rp >ty
X, X,
D=l Tl >, (10)
ycq ycp

bem como que o sentido da recta resultante, esteja de
acordo com o sentido da pista.

Estas condicdes sdo necessarias e suficientes para que
haja «espago» entre as circunferéncias para colocar outros
segmentos, a recta e as clotdides de entrada e saida.
Dependendo do comprimento das clotoides pode haver ou
ndo (caso em que as clotdides se sobrepdem) «espaco»
para incluir a recta de ligacdo. As condi¢des que garantem
a ndo sobreposi¢do das clotdides sdo abordadas na secgdo
seguinte.

A.2. Calculo das Clotoides

Foi desenvolvido um algoritmo para, com base nas
circunferéncias dos trocos de trajectoria, calcular as
clotéides que adaptam estas aos segmentos de recta da
trajectoria. Do ponto de vista do algoritmo, considera-se
um modelo que compreende apenas uma recta € um arco
de circunferéncia, sendo indiferente se a clotdide calculada
se destina a adaptar uma curva para a esquerda ou para a
direita, ou se se trata de uma clotéide de entrada ou de
saida da curva. Uma interpretagdo visual do modelo
encontra-se na Fig. 3.
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Fig. 3 — Modelo para calculo de uma clotoide.

No modelo, o eixo dos xx representa a recta da trajectoria
a qual a clotéide deverad ser tangente ¢ a circunferéncia
representa o segundo segmento de um trogo de trajectoria
(tal como ¢;). A recta encontra-se a uma distancia m da
circunferéncia; o significado deste parametro ¢ explicado
mais a frente no texto. O problema traduz-se em encontrar
o valor de o e de /, parametros da clotoide, de tal forma
que esta seja tangente a recta xx com curvatura zero, e
tangente a circunferéncia com curvatura 1/7; .

Deste enunciado resultam as seguintes condigdes
fronteira nas configuragdes inicial e final da curva:

(x,2,0,k)(0) = (0,0,0,0)
(xsyagak)(l)z (x[ V) ,9[,1/1:)

Pode ainda escrever-se, por observagao da Fig. 3:

_ri = = s ( 12)
i cos 0, Ve m+r;

ou ainda, substituindo x; e y; , por uso de (6):

(11)

2= ZﬁH,SF[ E6’,]+c056’, = 1.0,
; T

(13)
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Yo = 270, CF[ 301]—sin01
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As funcgdes f(6) e f.(6) sdo independentes de pardmetros
especificos do problema, e podem observar-se na Fig. 4.

Dado que sdo fungdes mondtonas € possivel resolver
facilmente (13a) por forma a obter uma solucdo Unica para
6. Tal ¢ feito utilizando o método de Newfon para a
fungao:

5(0)=1.(6)-"~-1=0. (14)
cuja derivada é:
. 2 2
g(&,):SF( 01} Z0, . (15)
T T

25

0.51
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Fig. 4 — Graficos de fungdes invariantes do algoritmo.

Uma vez obtido o valor de 6, a equagdo (13b) permite
achar o valor respectivo de x.. Estes dois valores tornam o
modelo da Fig. 3 possivel. O valor do angulo final 6
permite por sua vez determinar os pardmetros da clotdide:



o=——,el=21
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(16)

A.3. Nao sobreposicado das clotoides

A secgdo anterior revelou, que para uma configuracdo de
um segmento de recta e uma circunferéncia, como o do
modelo apresentado, que depende apenas do raio, r;, da
circunferéncia, ¢ do pardmetro m, existe apenas uma
solucdo. O valor de x. estabelece, em certa medida, o
quanto a clotoide se estende pela recta, permitindo através
da juncdo de dois daqueles modelos, unidos pela recta xx,
extrair a seguinte condi¢do, necessaria e suficiente, para
que ndo haja sobreposicdo de clotdides em trogos de
trajectdria consecutivos:

x +x <d_, (17)
o TXy =8,
em que x, € X, se referem as solugdes (13b), e d., € a
distancia entre as circunferéncias, medida ao longo da
recta xx, ou seja:

2

X X
cq P

2
d = v - v, —(r‘.p+mp—r[q—mq) ) (18)

Nestas condi¢des, o comprimento da recta vem dado por:

[ =d, —(xuq +xq}). (19)

A.4. Existéncia de arco de circunferéncia

Um trogo de trajectdoria contem um arco de
circunferéncia, ladeado por uma clotéide de entrada e por
uma de saida. Pretende-se que este arco seja tdo grande
quanto possivel e que as clotdides, que adaptam a
curvatura, sejam tao pequenas quanto possivel, dado que o
caminho optimo ¢é formado por segmentos de recta e arcos
de circunferéncia. Numa pista de formula I nem sempre as
curvas sdo suficientemente amplas para acomodar todas
estas curvas, ndo havendo por vezes espaco para a
circunferéncia da trajectoéria. Do calculo das clotoides
sabe-se que estas efectuam uma variagdo de orientacdo de
6, para a clotoide de entrada, e de 6, para a clotdide de
saida. A variagdo total de orientacdo disponivel é a
diferenca de orientacdo entre as rectas de entrada e de
saida, xx, e xx,. Sendo assim, o arco de circunferéncia
dispde de uma variag@o de orientacdo de:

ﬂ(‘ = (HW - ‘9@ )_ (0/14 - alp ) ’ (20)

valor que sendo positivo ¢ condigdo necessaria e suficiente
para a existéncia de um arco de circunferéncia.

B. Funcionamento do Algoritmo

Avaliadas as condi¢cdes de existéncia de trogos de
trajectdria, bem como a existéncia de ligagdes entre estes,
no contexto de um ambiente do tipo pista de formula 1, ha
que explicar como funciona o algoritmo de um ponto de
vista global. O algoritmo implementa um planeador local,
que funciona em tempo real, a medida que o veiculo
percorre a pista.

Uma pista pode definir-se pelo conjunto P= {c;,j =1, ..,
N}, em que c; representa uma curva da pista, e N o niimero
de curvas. A existéncia, ou ndo, de uma recta a unir duas
curvas consecutivas, encontra-se implicita na sua posigédo
relativa. Tal como foi explicado na secgdo IV-A, ao
conjunto P estd associado um conjunto IT= {m;,j=1, ..,
N}, de trogos de trajectoria. Em cada iteragdo, i, o
algoritmo toma em consideragdo trés curvas, definidas
pelo conjunto Q; = {ci_l,c,-,c,-+1 },izl,..,N, para o
calculo da trajectoria de ligagdo entre as curvas ¢ € ¢; .
A trajectéoria de ligacdo corresponde: (a) a curva, a
clotdide de saida, e a recta do trogo de trajectoria m;; , €
(b) a clotoide de entrada do troco de trajectoria m; . Neste
calculo a curva ¢4 ¢ tida em conta para que o calculo da
ligagdo entre esta e a curva ¢; ndo fique impossibilitado na
iteragdo seguinte (i+1). O célculo das trajectorias de
ligagdo ¢ diferente consoante a relagdo entre as curvas de
Q); , bem como da sua posi¢do relativa, ou seja, se a sua
topologia ¢ do tipo curva e contra-curva ou curva e curva,
ou curva € curva € curva, bem como da distancia entre
cada uma delas.

C. Circunferéncias de Apoio

Denomina-se de circunferéncia de apoio, «;, a curva de
trajectoria de um determinado troco de trajectdria, ;.
O calculo dos outros segmentos de um trogo de trajectoria,
m;, baseia-se no estabelecimento a priori da sua
circunferéncia de apoio (e dai o seu nome). Tal facto pode
ficar claro se se recordar o algoritmo apresentado na
seccdo IV-A.2. A seccdo seguinte fornece uma abordagem
intuitiva para a escolha destas circunferéncias.

C.1. Escolha das circunferéncias de apoio

O veiculo V ira efectuar trajectorias que se encontrem
dentro dos limites definidos pelas margens da pista de
formula 1, e segundo essas restrigdes, ha que definir
critérios que maximizem a utilizacdo do espago disponivel.
Em primeiro lugar ha que retirar do espacgo livre metade da
largura do veiculo, /., em cada uma das margens da pista
(ver Fig. 5 e Fig. 6 ?). Desta forma garante-se que as rodas
do veiculo ndo saem da pista, e pode considerar-se o carro
como um ponto concentrado no seu centroide .

Caso apenas fossem utilizados arcos de circunferéncia e
segmentos de recta para a construgdo da trajectoria, o
melhor critério seria a escolha da localizagdo e dimensdo
dos arcos de circunferéncia de tal forma que estes tivessem
0 maior raio possivel, 7, de acordo com a curva da pista
em questdo (c¢f. [3]). Uma vez definidos os arcos de
circunferéncia estes seriam ligados por segmentos de recta,
de tal forma que um dado segmento fosse tangente aos
arcos anterior e posterior. A necessidade de utilizagdo de
clotoides implica a adaptacdo deste método, dado que
estas necessitam de algum «espago» para adaptarem a
curvatura, entre o segmento de recta e o arco
circunferéncia, e vice versa. Por esta razdo os arcos de

2 R, — Raio externo da curva da pista; R; — Raio interno da curva da pista;
Y - Angulo de abertura da curva da pista; 7, r, € 1, — Raios das
circunferéncias de apoio interior, exterior e média.



circunferéncia escolhidos ndo podem ser os de maior raio,
havendo que diminuir este raio de uma pequena
quantidade, uma margem m.

m/2

Fig. 5 — Circunferéncias de maior raio ¢ de apoio média.

Fig. 6 — Circunferéncias de apoio interior, exterior ¢ média.

Quanto maior for esta margem maior sera o comprimento
da clotdide de adaptagdo, maior sera a suavidade da
trajectoria resultante, mas também mais afastada estara a
trajectoria da solugdo ideal. Esta quantidade ndo pode ser
tdo pequena quanto se queira, pois tal acabaria por violar a
restri¢do expressa em (3).

A reducdo do raio por forma a comportar a
implementagdo das clotoides reflecte-se numa reducdo
adicional na largura da pista.

O cumprimento de restri¢cdes relativas a obstaculos, que
sdo as margens da pista, encontra-se implicito na
construgdo destas circunferéncias.

C.2. Calculo das diferentes Topologias

Tal como explicado na secgdo IV-B, o calculo das
trajectorias de ligagdo depende da topologia das curvas de
Q;. De seguida segue-se a andlise de trés topologias
basicas, com as quais ¢é possivel, através da sua
combinagdo, a analise de topologias mais complexas. Para
efeitos de exposi¢do, seja {c,, c,} um dos dois pares de
curvas consecutivas definidas pelo conjunto €;; note-se
ainda que a curva de apoio do trogo 7;;, tendo sido
calculada na iteracdo i-1, ¢ um pardmetro fixo na iteragdo
corrente, i.

— Trogo de Curva Simples (rdr, rer )’

Em cada iterag@o i do algoritmo, este supde inicialmente
que as curvas ¢; € ¢;;; sdo ambas curvas simples. Ou seja,
supde que as curvas se encontram suficientemente
distantes uma da outra, de tal forma que a condiggo (17)
ndo sera violada.

Deste modo, para cada uma das curvas, calculam-se
circunferéncias de apoio de tal forma que sejam tangentes:
(a) as rectas exteriores (ver Fig. 7, rectas mais escuras),
que precedem e sucedem a curva, e (b) a circunferéncia
interior da pista, o que equivale a resolugdo do seguinte
sistema de equagdes’:

(ml-xcp—ycp+b1)2 _ 2
m12+1 "

(xC'P_XCP +(yCP_YCP)ZZ<rmp_Rip)Z (21)
mz-xcp—ycp+b2 _ 2
m%—i—l "

em ordem a X, Vep € Fyyp.

Fig. 7 — Exemplo de trogo de curva simples.

De entre as oito solugdes do sistema (21) ha que selec-
cionar a solugdo que se adapta a pista, ou seja, aquela que
ndo viole a premissa de evitar os obstaculos; no exemplo
da Fig. 7 a solugdo de (21) corresponde a circunferéncia
mostrada. Uma vez calculadas as duas circunferéncias de
apoio ha que verificar se a condigdo (17) € violada entre
algum dos pares de curvas {c,, ¢,}. Se nenhum dos pares
violar (17) entdo a curva ¢; serd de facto uma curva
simples, e ¢ efectuado o calculo da trajectdria de ligagdo
entre as curvas ¢ € ¢; , tal como explicado na secgdo IV-
A.; no caso de algum (ou ambos) dos pares violar a
condicdo (17) torna-se necessario aplicar os métodos
seguintes, consoante a sua topologia.

— Trogo de Curva Contra-Curva (re[r]dr, rd[r]er)

* r —Recta; e — Curva para a esquerda; d — Curva para a direita

4 Xep, Yep» Fmp — coordenadas do centro e raio da circunferéncia de apoio
média; m; , b; e, m>, b, — declives e ordenadas na origem das rectas da
margem exterior da pista, que precede e sucede a curva, respectiva-
mente; X, , Y., R, — coordenadas do centro e raio da circunferéncia
interior da pista.



Consideram-se trogos de topologia curva e contra-curva
cujas circunferéncias de apoio de maior raio ndo respeitam
a condicdo (17), ver Fig. 8.

Fig. 8 — Exemplo de trogo de curva contra-curva.

Se a condigdo ndo ¢ respeitada pelo par {¢; , ci1},
definido neste &mbito como {c, , ¢, }, entdo ¢ calculada a
circunferéncia de apoio média de modo a que esta seja
tangente: (a) a recta exterior que antecede c,, (b)
circunferéncia interior de c,, € (c) a uma recta que
calculada tendo em atencdo a curva seguinte por forma
ndo impossibilitar o calculo da mesma.

O sistema de equagdes ¢ idéntico ao do problema anterior
(21), onde apenas se trocam os parametros da recta de
saida, ou seja, m, e b, por my,, € by, . A recta auxiliar é
calculada de forma a ser perpendicular a recta que separa
as duas curvas (orientagdo longitudinal). Ainda, a sua
distdncia a margem esquerda (ou direita) da pista varia
consoante a relagdo entre os raios de ¢, € c,.

Se a condi¢do ndo for respeitada pelo par {c.; , ¢},
definido neste ambito como {c, , ¢,} entdo, a
circunferéncia de apoio média ¢ calculada de modo a que
seja tangente: (a) a circunferéncia de apoio da curva c,,
(b) a circunferéncia interior de c,, e (c) a recta exterior
que sucede ¢,, o que ¢ feito resolvendo o seguinte sistema
de equagdes °:

o oy

(g =0 P+ (g =9 =g 7 P
(xcq_Xiq)z+(ycq_Yi y:(rmq_Riq)z (22)
(mz'xcq—ycq+b2 2
m§+1 o

em ordem a Xy, Veq € Fug-
Em ambos os casos é necessario seleccionar a solucdo
que se adapta ao interior da pista.

— Trogo de Curvas Consecutivas (re[r]er, rd[r]dr)

Consideram-se trocos que contenham curvas seguidas
para o mesmo lado, cujas circunferéncias de apoio de
maior raio ndo respeitam a condigdo (17), ver Fig. 9.

3 Xepg » Vep.q » Imp.g — coordenadas dos centros e raios das circunferéncias de

apoio médias.

Fig. 9 — Exemplo de trogo de duas curvas consecutivas.

Ao contrario dos dois casos anteriores, nesta
configuragdo ha a necessidade de introdu¢do de um grau
de liberdade que permita, através do uso de um método de
procura, encontrar uma solucdo satisfatoria para as
circunferéncias de apoio. O grau de liberdade escolhido ¢é
o0 raio r,, que varia em cada iteragdio na qual sdo
calculadas as coordenadas do centro da circunferéncia
respectiva. No final de cada iteracdo testa-se a validade e
satisfacdo da solucdo obtida.

Nos casos em que a condigdo (17) ndo ¢ respeitada pelo
par {c,=c; , c¢;/~ci}, entdo sdo calculadas, em cada
iteragdo (onde varia r,, € 7,,), as circunferéncias de apoio
{ay, a,} de modo a que:

* q, seja tangente a recta (m,, b;), que precede c,;

* q,seja tangente a recta (m; , b,), que sucede c,;

e {a,, o, sejam ambas tangentes a uma recta
auxiliar definida por (M, , D).

Estas condi¢bes resumem-se nos dois sistemas de
equagdes seguintes:

(ml‘z ) xcp‘q - yql‘q + bl‘z 2
41

, (23)
(m X, Ve, Th

g ax) 2

mp.q

m, +1
sendo resolvidos em ordem a x., , Vo € Xeg» Vegr
respectivamente.

No caso em que € o par { ¢,=c;.; , ¢;~C; }, que ndo respeita
(17), apenas ¢é possivel variar o raio r,, uma vez que a
circunferéncia de apoio a, ja esté fixa. Calcula-se em cada
iteracdo a circunferéncia de modo a que (a) seja tangente a
uma recta auxiliar (mg,, bux), € (b) & recta exterior
(m;, by) que sucede ¢, , o que ¢é feito resolvendo o sistema
de equacgdes de (23), relativo a ¢, , em ordem a x,, € Y, -

Os valores 7,,,, sdo variados desde os seus maximos (r)
até, no limite, a zero. E escolhido o primeiro valor ou par
de valores cuja solugdo satisfaca as restrigoes referentes
aos obstaculos.

— Outras Topologias



Fig. 10 — Exemplo de trajectoria para a pista do Estoril (Portugal).

Fig. 11 — Exemplos de variagao da margem m.

Os métodos apresentados sdo facilmente generalizaveis
por forma a ter em conta outras topologias ndo descritas
neste documento. Tal é possivel recorrendo a combinagdes
das topologias descritas.

V. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

O método de planeamento descrito permite o calculo em
tempo real de trajectdrias suaves para pistas de corrida de
automoveis. A trajectoria calculada pode ser usada como
referéncia para um sistema fuzzy que controle a interacgao
do veiculo com os outros veiculos concorrentes — estes
sdo obstaculos dindmicos. Na plataforma de simulacdo
RARS esta ja implementada toda a gestdo dos veiculos
corredores, os modelos dindmico do veiculo e da pista de
corrida, pelo que esta se torna a plataforma ideal para
testar a robustez das trajectorias calculadas.

Na Fig. 10, pode-se observar que a trajectoria € suave, em
termos de curvatura, ndo existindo por isso transi¢des
bruscas entre rectas ¢ curvas. Todas as transi¢des sdo
feitas através de clotoides.

Como foi explicado anteriormente, o pardmetro de ajuste,
m, reflecte a suavidade da trajectoria, efeito relacionado
com o comprimento das clotoides. A escolha da margem m
depende das limitagdes fisicas do veiculo e deve ser
escolhida de tal forma que a condigdo (2) seja respeitada.
Na Fig. 11 pode observar-se a implicagdo deste parametro
na suavidade da trajectoria, nomeadamente no
comprimento das clotoides.

Fig. 12 — Exemplo de limitagdo do algoritmo.

VI. CONCLUSOES E TRABALHO FUTURO

O algoritmo desenvolvido funciona adequadamente,
excepto em situagdes em que ndo € possivel garantir a ndo
sobreposicdo de clotoides, seja na ligagdo de trogos de
trajectoria, ou dentro de um mesmo trogo. Um destes casos
¢ ilustrado na Fig. 12.

A resolugdo destes problemas exigiria uma formalizagao
detalhada dos conceitos introduzidos, bem como, em
alguns casos, o uso de outras formas de adaptagdo da
curvatura. Além disso, ainda ndo se garante, em qualquer
dos métodos descritos, a optimalidade espacial ou
temporal das trajectorias se ndo ao nivel local de algumas
das topologias.
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