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Sobre a geraciio de sequéncias numéricas de distribuicao normal

Francisco Vaz

Resumo - Neste texto apresenta-se a demonstracio de
um método corrente de transformacéio utilizado para gerar
sequéncias numéricas pseudo aletérias com distribui¢io nor-
mal partindo de sequéncias unifomemente distribuidas.

Abstract — The text presents the proof of a current method to
generate pseudo random numbers with a normal distribution
from a tranformation of random sequences with an uniform
distribution.

Palavras chave - niimeros aleatérios, geraciio de mimeros
aleatérios, distribui¢fio normal.

Keywords — random numbers, random number generation,
normal distribuition

I. INTRODUGAO

A utilizacio computadores para a simulagdo de modelos
aleatérios exige a geragdo automdtica de nimeros que te-
nham uma distribuicfio estatistica semelhante a gerada pe-
los sistemas que se pretende emular.

Estdo disponiveis variados métodos para gerar diferen-
tes tipos de propriedades estatisticas, particularmente a
geraciio de niimeros que obedegam a uma distribuicdo gaus-
seana ou normal. O método mais espalhado parte da
geragdo de niimeros com distribuigdo uniforme e através
da aplicagio de algumas transformagdes obtem-se a dese-
jada transformagdo. Em geral este método aparece sem
qualquer justificagio e é por vezes interpretado como uma
aproximagdo. No texto que se segue apresenta-se formal-
mente a validade da referida metodologia.

II. GERACAO DE SEQUENCIAS NUMERICAS COM
DISTRIBUICAO UNIFORME

Habitualmente geram-se nimeros “uniformemente” distri-
buidos no intervalo [0, 1], significando que a frequéncia re-
lativa com que sdo gerados é a mesma para todos.

Num computador, uma mdquina de estados finita com
capacidade limitada e finita de representagdo numérica,
ndo serd possivel gerar niimeros reais arbitrédrios em [0, 1].
Limitam-se pois os ojectivos & geragdo de um conjunto fi-
nito de nimeros inteiros {0,1,...,M — 1} que divididos
por M dardo {ag,a1,...,0s}, com 0 < a; < 1. O gera-
dor deve garantir que todos devem aparecer com a mesma
frequéncia, e o seu ndmero M serd dependente das ne-
cessidades do problema a simular e das capacidades de
representagdo numérica do computador. Quanto maior for
M mais ”denso” é o conjunto dos ndmeros gerados.

O processo mais usado actualmente € o algoritmo recur-
sivo conhecido como método do residuo e que se resume
na aplicagio da seguinte férmula recursiva:

T = arg—1 mod M

isto é, para gerar uma sequéncia de nimeros aleatorios
basta uma multiplicagiio, sendo o novo ndimero o resto da
sua divisdio por M, o que do ponto de vista computacio-
nal pode ser implementado de maneiras muito eficazes. A
necesséria divisdo por M também pode ser eficazmente im-
plementada num computador.

Os problemas que se poém tém a ver com a escolhadeae
de M. Demonstra-se que M deve ser primo ou poténcia in-
teira de um primo e a deve ser cuidadosamente escolhido no
intervalo [0, M]. Um dos problemas na escolha, € que como
a sequéncia gerada ¢ periédica o seu periodo depende do
valor de a. Esté-se, pois, perante sequéncias nfio verdadei-
ramente aleatérias, mas periddicas, donde a designagéo de
pseudo-aleatérias vulgarmente usada. Mas sendo o periodo
da mesma ordem de M, se for muito maior que o com-
primento necessdrio da sequéncia, o seu comportamento
aproxima-se bastante do pretendido.

Considerando as capacidades de representagio numérica
dos actuais computadores pessoais, ¢ prética generalizada
ousode M = 23! — 1, o que dd uma sequéncia de com-
primento 2147 483 647, ndmero que € confortavelmente
grande para grande parte das simulagGes que se fazem.

Para terminar, um breve comentério a xg, o valor ini-
cial para a construgiio da sequéncia. Em geral os progra-
mas existentes tentam geré-lo aleatoriamente fazendo, por
exemplo, uma leitura do relégio do computador no inicio
da execucdo, ou pelo menos na primeira execugao do pro-
grama numa dada sessdo. No entanto, em geral permi-
tem introduzir opcionalmente o seu valor (vulgarmente de-
signado pela palavra inglesa seed -semente), facilitando a
execugio de sucessivas realizages da mesma sequéncia
pseudo-aleatéria.

TII. GERACAO DE SEQENCIAS NUMERICAS COM
DISTRIBUICAO NORMAL

Seja V uma varidvel aleatéria uniformemente distri-
buida no intervalo (0, 1] simbolicamente representével por
U(0,1) que tem uma densidade de probabilidade

1 ve(0,1
fV(U)z{O v;EO,l%

1.2 .
Como v = e 2% ,x > 0 serd
3

1,2
e 2% x>0
A varidvel aleatéria X resultante desta transformagdo terd
uma densidade de probabilidade que se obtem usando (3)
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Pode-se concluir entio que a aplicagdo de z =
v—2Inv,v € (0,1] transforma uma varidvel uniforme
numa variavel de Rayleigh de pardmetro 1.

Considere-se a varidvel aleatéria W — U(0,1) e ainda a
transformagdo y = cos(rw),w € (0,1].

_ 1 .
Como w = =arccosy , |y| < 1 serd

-1
= \/1_77 lyl <1
Analogamente a varidvel aleatéria Y resultante desta

transformac@oterd uma densidade de probabilidade que se
obtem usando (3)

d 4 arccos
dyT™ 4

1
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fry)=4{ mvi-y )]
0 lyl > 1
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O mesmo resultado seria obtido se se usasse a

transformacgio y = sin(ww) sobre a varidvel uniforme
W — U(-0.5,0.5).

Considere-se agora a varidvel aleatéria Z = XY, pro-
duto das duas varidveis anteriormente consideradas, Z =
vV—2InV cos(#W) Admitindo que V e W sdo indepen-
dentes e introduzindo os resultados 3 e 2 na férmula 4 que
caracteriza o produto de varidveis aleat6rias obtem-se

o= | %(—1_1;2/72)9@”2/ 2y —

122

e y

-5 7=

Efectuando a transformacio de varidvel 32 — 22
t, e tendo em consideragio que [ %e—%tdt

l

It
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V2r (erf(\/t/—2) - 1) com erf(z) = 2= [ e dzx

5

z

podendo, portanto, concluir-se que a variavel aleatéria Z =
XY € uma varidvel aleatoria gausseana de média nula e
variancia unitdria, N (0, 1).

IV. NOTAS FINAIS

E possivel demonstrar usando o mesmo tipo de métodos
que as transformagbes y = sin(27w) e y = cos(2rw)
conduzem a resultados semelhantes. Basta recordar que as
fungdes trignométricas inversas nfo sfo biunfvocas, o que
obriga a analisar a transformagdo em vdrios intervalos dis-
tintos, cada um dos quais equivalente as tranformagdes an-
teriores.

Muitos programas fornecem a geragdo de pares de
varidveis normais gerados usando as transformacdes x =
v—2Inv; sin2nvq e y = /—2Inv; cos 2wy permitindo
gerar um par de varidveis normais X,Y a partir de um
par de varidveis V4, V5 uniformes em (0, 1] e independen-
tes.Calculando a sua correlagdo

E[XY] = E[-2InV;sin27V; cos 2mVs]
= E[-1nVisin4nV3]

Como E [sindnV;] = 0, a correlagio F[XY] = 0 as
varidveis X, Y sfo ortogonais e, portanto, descorrelaciona-
das.

Para se obter uma sequéncia normal com valor médio u e
desvio padréo o, basta fazer uma transformagfo final z —
oz + p, como € trivial provar-se.

V. ANEXO

Teorema 1: Seja g(x) uma fungdo real de varidvel
real continua, com contradominio em (a,b) =
(g(—00),g(+00)) e com inversa z = g~(y) derivdvel em
todo o seu dominio (a,b) .e X uma varidvel aleatéria real
caracterizada por uma fungfo de distribuiciio Fx (x) e uma
fungdo de densidade de probabilidade fx(x). A varidvel
aleatéria Y = g(X) serd caracterizada por uma fungdo de

d
densidade de probabilidade fy () = fx (g~ (¥)) |

dy
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Dem:

g(.) crescente g(.) decrescente

Yy y

4
\Fg(x)

B B

y=g(x)

X X

A A

Para determinar as relagdes procuradas vai-se recorrer ao
conceito de acontecimentos equivalentes. Atendendo 2
defini¢io de fungdo de varidvel aleatéria, os acontecimen-
tos A definido sobre X e B definido sobre Y sdo a imagem
de um mesmo acontecimento no espago de amostragem S ,
sendo portanto equivalentes pelo que terdo a mesma proba-
bilidade.

1. Seja g(z) crescente. Como A = {X <z} =
{X <g'(y)}e B = {Y <y}sdo equivalentes, as
suas probabilidades sdo iguais

PlX<g'(y)] =PlY <4
ou seja
Fy(y) = Fx(g7 () y € (a,0)

e calculando a sua derivada em ordem a y, — =

dy
dF dx _1
s dy comy = g(z) e z = g~ ' (y) obtem-se

dz

fY(y) = fX(g_l(y) dy’y € (a'7b)
2. Seja g{x) decrescente. Analogamente, como A =

(X>z} = {X>gy)} e B = {Y <y}so
equivalentes, as suas probabilidades sfo iguais

P[X>g ') =1-P[X <g7 '] =PlY <y
ou seja

Fy(y) =1-Fx(g~ ')y € (@)

e derivando em ordem a y :
1, \wdz
fr(y) = -rx(g (y))d—y,y € (a,b)

d
Como f— < 0 quando g(x) é decrescente, a densidade

de probabilidade pode representar-se por

Fr() = Fxla~ @) |§—‘;{ ye@d) O
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Teorema 2: Dadas duas varidveis aleatérias independentes
XeY,seY > 0 avaridvel aleatéria produto Z = X Y serd
caracterizada por

f2)= | h (et iy
Dem: seY >0 ¢

Fy(z) = P[Z <2 =P[XY <2 =P[X <2/Y]

PIX <2/Y]= / Fy (@, y)dady =

z<z/y
oo z/y oo
- /0 Fr®) [ / . fx(w)dw] dy = / F(z/9) fy ()dy

e dentro das condicBes necessarias de integrabilidade e de-
rivabilidade

f29)= [ - L fCa/) e ) @
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