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Fourier, 1768-1830

Francisco Vaz

Resumo — Neste artigo apresenta-se um resumo biogréfico do
matematico Joseph Fourier e uma descrigdo da forma como
introduziu o desenvolvimento de uma fung¢io arbitraria numa
série trignométrica, hoje conhecida pelo seu nome.

Abstract — This paper presents a short biography of the math-
ematician Joseph Fourier and an account of how he intro-
duced the development of an arbitrary function in a trigono-
melric series, today associated with his name.

Palavras chave — Fourier, série de Fourier.
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I. INTRODUCAO

Série de Fourier, transformada de Fourier, integral de
Fourier, transformada discreta de Fourier sdo ferramentas
€ no¢des matemdticas comuns para os engenheiros elec-
trotécnicos, muito especialmente para os que se dedicam
as telecomunicacOes. Mas, em geral, ignora-se o homem
que estd por trds deste nome e como fez as propostas ino-
vadoras que permitiram a criaco de tdo importantes meios
de andlise.

O texto que se segue ¢ dividido em duas partes. Numa
primeira faz-se um resumo biogrifico de Fourier que vi-
veu em Franca na transi¢cdo do século X VI para o XIX,
que foi uma época de ouro na histdria do seu pafs, con-
sequéncia da Revolugfio Francesa que transformou a socie-
dade de entio e teve repercussio profunda no futuro. Estas
mudancas verificaram-se ndo $6 a nivel social, econémico
e politico como também na explosio sentida no progresso
das Ciéncias e Matemdtica. Fourier foi um actor de vulto
em todos estes aspectos.

Na segunda parte procurar-se-4 descrever a forma de Fou-
rier introduzir as séries trignométricas como instrumento de
integracdo de equactes diferenciais resultantes de proble-
mas que o estudo de propagacio do calor entdo suscitava.

II. NOTAS BIOGRAFICAS

Jean-Baptiste Joseph Fourier nasceu em Auxerre, cidade
da Borgonha, no leste da Franca em 21 de Margo de 1768.
O seu pai alfaiate de profissdo e origindrio da Lorena, teve
de um primeiro casamento trés filhos e depois de enviu-
var torna-se a casar ¢ tem mais 12 filhos, um dos quais €
Joseph Fourier. Ambos os pais mortem cedo deixando-o
orfao antes de completar dez anos. Alguns cidadéios lo-
cais, conhecedores dos seus dotes para o estudo, asseguram
a sua educacdio inscrevendo-o na Ecole Royale Miltaire,
institui¢io local prestigiada com um ensino sob a respon-
sabilidade de monges da ordem beneditina. O curriculo
inclufa as matérias cldssicas e também as ciéncias e ma-
temdtica para a qual logo mostrou grande facilidade e inte-
resse.

Fig. 1 - Fourier

Fourier pretendia seguir uma carreira militar e tenta entrar
para o College Montaigu em Paris e, embora por lei esta
carreira estivesse aberta a todos os cidaddos, vé-se rejeitado
por ndo ser origindrio da nobreza. Decide enveredar por
uma carreira eclesidstica e em 1787 ingressa como novigo
na abadia beneditina de St-Bendit-sur-Loire. O seu inte-
resse pela matemdtica mantém-se e comeca a correponder-
se com Bonard a quem confidencia o seu grande interesse
em tornar-s¢ um matemadtico. Logo lhe surgem dividas de
seguir a vida religiosa e em 1789 abandona a abadia ¢ vai a
Paris onde apresenta um trabalho sobre equaces algébricas
a Académie Royale des Sciences. Em 1790, com 21 anos,
estd de regresso A Ecole Militaire, mas agora como profes-
sor de matemadtica.

A época que se segue é tumultuosa. A Revolugio Fran-
cesa inicia-se e Fourier adere de imediato aos ideais procla-
mados tornando-se membro da Comiss@io Revoluciondria
local. No perfodo mais radical do Terror assume posi¢Oes
que lhe valem ser preso, sob acusacoes que provavelmente o
levariam 2 guilhotina. Salva-se porque, entretanto, Robes-
pierre responsavel pelo regime €, ele préprio, condenado
morte e executado.

Em 1794 parte para Paris para frequentar a Ecole Normale
Supérieure, instituicio criada pelo regime republicano para
preparar professores. Aqui tem a oportunidade de encontrar
como mestres alguns dos mais notdveis cientistas da época,
como Lagrangre, Laplace ¢ Monge. Mas esta institui¢do
fecha rapidamente ¢ em 1795 surge a Ecole Polytechnique,
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inicialmente com o nome Ecole Centrale des Travaux Pu-
bliques que Fourier nfo pode frequentar como aluno por ter
j4 ultrapassado a idade limite de 20 anos imposta nos regu-
lamentos. E, contudo, nomeado para um lugar administra-
tivo e apoiando de facto o trabalho docente de Lagrange e
Monge. E novamente preso por razdes relacionadas com a
sua anterior prisdo mas por influéncia dos colegas ¢ liber-
tado rapidamente e assume em 1797 a cadeira de andlise e
mecénica.

Em 1798, aos trinta anos, Fourier é seleccionado para in-
tegrar a célebre expedicio ao Egipto, comandada pelo ge-
neral Napoledo Bonaparte. Para além dos aspectos pu-
ramente militares de conquista e ocupacdio do Egipto, a
expedicio inclufa cerca de 170 civis na sua larga maioria
artistas, cientistas e técnicos que tinham por missdo fazer
um levantamento socio-cultural e histdrico do pafs. Logo
ap0s a chegada ao Cairo os principais responsdveis da com-
ponente ndo militar, Monge e Berthollet, criam o Instifut
de ’Egypte com a missdo de coordenar todos as activida-
des que seriam desenvolvidas para o levantamento histérico
e recolha e catalogacio da informacdo e material. Fou-
rier é nomeado seu secretdrio permanente, sendo assim o
principal responsdvel pela preparagdo das expedi¢des que
partem ao longo do vale do Nilo para observar e recolher
os testemunhos monumentais da antiga civilizagdo egipcia.
Esta misso é levada a cabo com grande &xito e desde logo
comega a preparar a publicacio da informag#o recolhida da
qual serd editor e redator de um notével preficio. A sua
edi¢do so se iniciard bastante mais tarde, em 1809 sob o
titulo Description de I’Egypte e se prolongard até 1829 por
um total de 23 volumes.

A campanha do Egipto corre mal para Napoledo que vé
a marinha francesa ser destruida pelas forcas inglesas e é
obrigado a regressar em 1799, para acabar por assumir o
cargo de Primeiro Consul. As forcas francesas e os mem-
bros da expedig@o cientifica ainda se mant®m no Egipto até
ao estabelecimento da paz temporaria com os ingleses e s
em 1801 Fourier regressa a solo francés com intengio de
reocupar o seu lugar académico. No entanto, Napoledo,
apreciador das suas qualidades de gestio administrativa
nomeia-o préfet do Département de I’Ysére com sede em
Grenoble e atribui-lhe o titulo de barfio. Apesar de ser
um cargo exigente e que leva a cabo com muito &xito, é
neste perfodo que produz as principais obras cientificas que
legard & posteridade. E em 1807 que submete 2 Acade-
mia de Paris um longo trabalho sobre a propagacio de ca-
lor em corpos s6lidos onde introduz o desenvolvimento de
fungGes em séries trignométricas. Infelizmente este traba-
lho foi recebido com muitas reservas por parte do grupo
de matemadticos que efectuou a sua revisfo, especialmente
por Lagrange. Parte das criticas dirigiam-se a falta de ri-
gor nas demonstragdes de convergéncia das séries ¢ eram
justificadas. Outras resultavam das consequéncias revolu-
ciondrias e dificilmente aceites entdo, por exemplo, “como
é que uma fungfo com descontinuidades podia ser represen-
tada por uma série de fungdes trignométricas?”. Por estas
raz0es apenas um inadequado sumério de cinco péginas foi
entdo publicado. No entanto foi reconhecido o valor da sua
maneira de estudar os problemas da propagacgéo de calor
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que ndio necessitava da consideragdo de um fluido desig-
nado por "cal6rico”para a dedugdo das equagdes diferenci-
ais que governavam este fenémeno fisico. Em 1811 torna
a submeter o seu trabalho revisto a um concurso da Aca-
demia sobre a propagacdo de calor e, havendo apenas dois
concorrentes, é-lhe atribuido o prémio. A publicagdo com-
pleta de Théorie Analytique de la Chaleur s6 acontece em

1822, numa edi¢do de autor [1].

Durante a sua estadia em Grenoble é responsavel por gran-
des obras piblicas. Salientam-se o plano de drenagem de
uma vasta drea pantanosa convertida em férteis terrenos
agricolas e o planeamento e consirugio de uma nova es-
trada que ligaria as cidades de Lyon, Grenoble e Turim, de
que apenas a parte francesa foi terminada.

Em 1814 ainda se encontra & frente do Département de
I’Ysere quando Napoledo, derrotado, € exilado na ilha de
Elba. Fourier, ji comprometido com as novas autoridades,
consegue negociar a alteragiio do percurso de Napoledo que
passaria normalmente por Grenoble. J4 no seu regresso
da ilha de Elba nfio consegue evitar que Napoledo passe
por Grenoble. Toma as medidas necessdrias para a de-
fesa mas termina por mandar abrir as portas da cidade ao
mesmo tempo que a abandona noutra direcgdo. Este com-
portamento nfio obsta a que Napolezo continue a depositar
confianca nas suas qualidades de administrador e nomeia-o
para dirigir o Département du Rhone, com sede em Lyon e
atribui-lhe o titulo de conde. No entanto, ndo chega a exer-
cer este cargo pois rapidamente se demite. Entretanto Na-
poledo & definitivamente derrotado em Waterloo e exilado
para a pequena ilha de Santa Helena no Atlantico Sul.

Regressa a Paris pretendendo continuar o seu trabalho
cientffico mas o novo regime monarquico ndo esquece a
sua adesfio aos ideais do Império e Fourier passa por um
periodo dificil, sobrevivendo com uma pequena penséo.
Esta situacgo altera-se quando um seu antigo aluno Cha-
brol de Volvic, entdo responsédvel pelo Département de la
Seine 0 nomeia como director de um servigo de estatistica
departamental, cargo que ocupard até préximo do fim da
sua vida.

Rapidamente ressurge na vida publica e cientifica de Pa-
ris. Em 1816 & eleito para a Académie des Sciences re-
organizada mas o rei, Luis XVIII, nfo ratifica a elei¢do
impedindo-o de ocupar o seu lugar. Surgindo uma nova
vaga em 1817 é novamemte eleito e, desta vez, empos-
sado como membro da Académie, sendo posteriormente,
em 1822, nomeado seu secretério permanente. Seguem-se
novas honrarias, tendo sido feito Fellow of the Royal Soci-
ety de Londres em 1823, eleito para a Académie Frangaise,
de cariz literdrio, em 1826

Nesta fase da sua vida, a sua actividade cientifica volta-
se para a teoria de equagdes de que se deve citar pela sua
importincia o artigo Sur I'usage du théoréme de Descartes
dans la recherche des limites des racines, obra publicada
em 1820 no Bulletin de la Société philomatique e uma obra
péstuma (1834) editada por Navier e intitulada Analyse des
équations determinées. Em 1824 publica Mémoire sur les
températures du globe terrestre et des espaces planétaires,
obra hoje considerada percursora do estudo do efeito de es-
tufa. Envolve-se também em grandes controvérsias sobre a
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v=0

Fig. 2 - Secgdo recta do s6lido em estudo

autoria da teoria da propagacio de calor com Biot e Pois-
son.

Fourier nunca apresentou uma sadde robusta, sentindo
desde cedo problemas reumdticos. Para o fim da vida
comegou a apresentar sintomas do que hoje se julga ter sido
uma doenca da tirdide adquirida porventura durante a esta-
dia no Egipto. Esta doenga leva a perturbagtes da meméria
responsdveis talvez pelo mau acompanhamento de alguns
trabalhos enviados & Academia e pela menor qualidade de
alguns dos seus escritos tardios. Morre a 16 de Maio de
1830 e foi enterrado no cemitério parisiense de Pere La-
chaise, nunca se tendo casado nem deixado descendéncia.

III. A UTILIZAGAO DAS SERIES TRIGNOMETRICAS

A representagiio de fungOes por séries trignométricas ti-
nha sido ja aplicada por vérios matemdticos entre os
quais Daniel Bernouilli e Euler. No entanto é a Fou-
rier que se deve a primeira proposta de generalizar o
uso de séries trignométricas para representar fungdes ar-
bitrdrias e a sua aplica¢fio na resolugfio de equacSes di-
ferenciais, método este que se mostrou particularmente
fecundo em fisica matemdtica. E na sua obra Théorie
Analytique de la Chaleur (1], publicada em 1822 e con-
tendo mais de 600 pdginas, que Fourier apresenta as prin-
cipais ideias sobre as séries trignométricas de que em se-
guida se fard uma breve introdugiio baseada na resolugio
de um problema apresentado no capitulo 3- Propaga-
tion de la chalewr dans un solide rectangulaire infini.
O leitor interessado poderd encontrar uma versio digi-
talizada de todo o livio no Internet Archive da Google
em www.archive.org/details/thorieanalytiquOQfourgoog, ou
numa sua edicdo contemporanea de 2009 [2].

Fourier propde-se determinar a distribui¢iio de temperatu-
ras em regime permanente num corpo sélido de dimensdes
mfinitas limitado por dois planos paralelos interceptados
por um terceiro que lhes € perpendicular. Uma escolha con-
veniente de eixos coordenados e para um afastamento dos
planos de 7 permite definir o sélido por |y| < 7/2ez > 0.
Na figura 2 apresenta-se uma secgfo recta para z = 0.

Este sélido estd envolvido por um material que apresenta
uma tempertura constante € uniformemente nula excepto na
sua face |y| < 7/2,z = 0 que terd uma fonte de calor que
amanterd a uma temperatura constante e unitiria.

A equagfio geral que comanda a transferéncia de calor €
permite determinar a distribuicdo da temperatura v, estu-
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dada nos capitulos anteriores, é

o K (#0 o o
0t CD \0z? ' 8y? ' 822

em que K,C ¢ D sfo constantes caracteristicas do meio.
Neste caso e atendendo a que se procura uma solucio es-
taciondria e & invariabilidade ao longo do eixo dos zz a
equacio reduzir-se-4 a
v 0% 0 .
522 + 5y7 (D

As solugfes procuradas serfio fungdes ¢(z, y) que além de
obedecer a equacdo 1 terfio de cumprir as condi¢des fron-
teira

bz, £m/2) =0 @)

$(0, Jyl <7/2) =1 €)
No seu trabalho, Fourier sugere que se procurem solugdes
do tipo ¢{z,y) = fi(z)f2(y) que, usando a equaciio 1,
conduzem a
THCOAC) A=) _ K
+ =0ou = a2l =
filz)  faly) fi(z) fa(y)

sendo M um niimero real positivo. As equagdes diferen-

ciais 1% = M e 232 — _pf admitem as solucdes
f1(@) f2(=)

filz) = e ™ ¢ foly) = cosmy, comm = VM e
@(z,y) = e ™ cos my & solugio da equagdo 1. Uma vez
que as temperaturas terdo de ser finitas, m > 0 e impondo
a condicdo fronteira 2, m terd de ser inteiro. Sdo entdo
solugdes da equacdo 1 as fungdes

B(z,y) = "™ cosmy

com m inteiro e positivo e qualquer combinacfo linear de-
las

L
&(z,y) = Z ame” "7 cosmy
m=1

Fourier vai mais longe e sem preocupagdes de convergéncia
faz . — oo e considera que a série

o0
dz,y) = Z ame ™" cos my
m=1

¢ a solugdio procurada desde que se imponha a condicio
fronteira 3 que conduz a

[e v}
1= Z G, COSTY

m=1

Para determinar os coeficientes a; Fourier considera um
pequeno ndmero finito de coeficientes e recorrendo a su-
cessivas diferenciacdes desta equacio e a uma eliminacio
de incOgnitas consegue provar que a,, = 0 se m for par

—1)™*t 223344 .
e am = 2£7)n—/(rsﬁﬁ ...) para m impar, em que
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o produto infinito era j4 conhecido e tinha o valor de 7 /2,
concluindo que

T 1 3 1 5 1 .
1 = COSY 3cos Y+ 5cos Y 7cos Y+

Fourier refere que esta série € sempre convergente se |y| <
/2 e que a convergéncia se altera para -m /4 se y passar a
pertencer ao 2° ou 3° quadrante, propondo de facto que a
uma fungdio periédica de perfodo 27 definida por

i1 | < /2
f(y)——{ -1 w/lg<|y|<7r

¢ com descontinuidades para y = +7/2,£37/2,... é re-
presentdvel por uma série trignométrica.
A solugdo do problema serd entdo

T (_1)i+1 —(2%—1)z 2% —1 4
va—zﬁe cos(2: — 1)y 4)
i=1
Em seguida Fourier prova que esta é a solugdo geral e tinica
do problema colocado. Para tal recorre ndo s6 a mateméatica
mas também ao problema fisico em estudo mostrando que
se existisse uma outra solugfo ela evoluiria necessariamente
para esta..
Se se substituir na equagfio 4 os cossenos pela sua ex-
pressdo complexa

T = e~ (atiy) _ %G—S(wﬂ'y) + Le—sGiv)

L —t@+iv)
76 +

; 1 : 1 ,
+e—@=iy) _ 56_3(“”“”) + _56—5(w+—ay)

_%e—m—jy) 4o

Atendendo ao desenvolvimento em série da fungdo arctan
conclui-se que

gv = arctan(e~ @) 4 arctan(e ") (5)

0 que mostra que a solugio encontrada estd de acordo
com a solugfio geral da equagdo 1 que deverd ser do tipo
v = ®(x + jy) + ¥(z — jy) onde P, ¥ sdo fungdes
arbitrarias. Fazendo na equagdo 5 tanp = e (ztivle
tanq = e~ (@~7¥) obtém-se v = p + ¢. Calculando agora
tan(p + ¢) = (tanp + tang)/(1 — tanptang), fazendo
as substituictes e algumas simplificacSes obtem-se a forma
final para a distribuigdo de temperaturas no referido sélido:

2cosy

2
v = —arctan ———
s et —e *

Nas figuras 3 e 4 mostram-se representacdes gréficas bi- ¢
tridimensionais desta superficie.

Chegado aqui, Fourier sublinha as vantagens obtidas
na representacio das condi¢des fonteira por séries trig-
nométricas e propde-se generalizar para uma fungfo ar-
bitrdria. Comeca por procurar & solucdo em série de senos
¢ continua a utilizar o seu método, ou seja, através de labori-
osas manipulagGes algébricas conseguir determinar os coe-
ficientes das séries. Continua a trabalhar usando o intervalo
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Fig. 3 - Vista 3-D da distribui¢do de temperaturas numa secgdo recta do
sélido

0 1 2 3 4 5

Fig. 4 - Curvas de igual temperatura numa secgio recta do sélido

de [7/2, —/2] ou [0, 7] e consegue encontrar solugdes. No
entanto essas solucdes apontam um caminho e, no artigo
221 da sua obra, propde a determinago dos coeficientes de
uma forma muito simples. Sendo f(z) a fungdo arbitrdria
representével por uma série trignométrica

flz) =" bisiniz 6)
i=1

os coeficientes b; podem ser encontrados multiplicando
ambos os membros por siniz e integrando no inter-

valo [0, 7]
siniz Z b;sinjz | dz =

/07r flz)sinizdr = /07r 2

T
= Z (/ b; sinix sinj:cda:)
0

j=1

A troca dos simbolos de somatério e de integracio €
feita sem qualquer comentdrio ou restricio, o que le-
vanta problemas sobre convergéncia. No entanto, Fou-
rier ndo se detém sobre esta questdo e atendendo a que
J7 bssinizsinjzdz = 0sei # j e tem o valor de 7/2
quando ¢ = j facilmente conclui que

2 T
b= — / f(z)sinizdz
T Jo



ELECTRONICA E TELECOMUNICAGOES, VOL. 5, N° 3, JuNHO 2011

De uma forma andloga propde o desenvolvimento numa
série de cossenos

flz) = %ao + Zai COS 4T @)

=0

em que os coeficientes se podem determinar por

ai:E/ f(z)cosizdz e a0=2/ flz)dz
™ Jo T Jo

Fourier chama a atencdo para a periodicidade das séries e
propde um intervalo correspondente a um periodo para o
desenvolvimento em série. Todas as férmulas propostas
continuam validas desde que se tenha em consideracio os
novos limites de integragdo de —n a 7 e dividido por 2 os
resultados obtidos para os coeficientes, ou seja,

w== [ e @®

v
1 T

a; = —/ f(z) cosizdz
T -

b, = l/ f(z)sinizdz
™ -7

Sendo ¢(x) uma funglo par com ¢(z) = ¢(—=z) e
t(x)uma fungfo impar com (z) = —+(—=), uma fungfio
arbitrdria f(z) pode-se decompor na sua parte par e im-
par, ou seja, f(z) = ¢(z) + ¥(z) desde que ¢(z) =
f@)/2+ f(-z)/2ep(e) = f(2)/2 - f(-=)/2.

Atendendo a que a equaglio 7 define uma funcfo par e
a equacdo 6 define uma funcfo impar, Fourier finalmente
propoe a série que hoje € conhecida pelo seu nome:

1 N « .
flx) = 500 + Z;ai cos it + Zlbi siniz
= =

sendo os coeficientes determinados pelo conjunto de
férmulas 8.

IV. NOTAS FINAIS

O que se apresentou segue de perto a forma como Fou-
rier desenvolveu as suas ideias sobre séries trignométricas
na obra citada. No entanto o rigor matemético de entdo
ndo exigia o que hoje se exige, nomeadamente nos cui-
dados que se deve ter com as questSes de convergéncia
de séries. Como consequéncia essas questdes ocuparam
muitos matemdticos (como por exemplo Dirichlet e Ri-
emman) ao longo do século XIX até se estabelecerem to-
das as condiges necessdrias a que devem estar sujeitas
as fungGes “arbitririas”para serem representadas por séries
trignométricas. Embora parte dos resultados j4 fosse co-
nhecido, Fourier tem o mérito de apresentar uma metodo-
logia geral para o cdlculo dos coeficientes e de utilizar estas
séries na resolugdo de um problema fisico.

E curioso notar que o homem que hoje tem o nome as-
sociado a métodos matemadticos tenha sido em vida reco-
nhecido sobretudo como um grande administrador pidblico,
um dos primeiros egiptologos e um cidadfio participando
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activamente na vida politica do seu pais. A redescoberta
recente do seu pioneirismo no estudo do efeito de estufa é
mais uma afirmacgo do seu valor como cidaddo e cientista.

O estudo biogréfico apresentado baseia-se em algumas
biografias modernas publicadas ou disponiveis sob forma
electrénica. Todas no entanto sdo suportadas na biografia
publicada pelo séu contemporineo astrénomo { e também
politico) Frangois Arago. Essa biografia, traduzida para o
inglés em 1859, incluida em Biographies of Distinguished
Scientific Men estd hoje disponivel electronicamente em
http://www.gutenberg.org/ebooks/16775. O leitor interes-
sado também poderd encontrar uma biografia de Fourier em
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