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A questao da incerteza tempo/frequéncia na Transformada de Fourier

Francisco Vaz

Resumo — Partindo de uma definicao de incerteza associada
a um sinal como o desvio quadratico médio da sua energia,
apresenta-se uma simples demonstracio da relacio existente
entre as incertezas no tempo e frequéncia. Apresentam-se
também os resultados obtidos para alguns sinais de uso cor-
rente em processamento de sinais.

Abstract — Assuming uncertanty for a signal as the mean
square value of its energy, it is shown a simple demonstration
of the relation standing for time and frequncy incertitudes.
Some results for standard signals used in signal processing are
also presented.

Palavras chave — Transformada de Fourier, incerteza, sinal,
processamento de sinais
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I. INTRODUCAO

Ao estudar a transformada de Fourier e as suas pro-
priedades é usual referir-se que a resolu¢do temporal
e a resolucdo na freqéncia t€m um comportamento in-
verso: uma grande resolucdo temporal significa uma baixa
resolu¢cdo na frequéncia. A explicacdo normalmente dada
€ qualitativa, limitando-se a referir que a resolugdo esta
relacionada com a janela de observacdo em qualquer dos
dominios e que uma curta janela de observacdo num
dominio implica uma grande janela no outro. Este texto
pretende tratar este assunto de um modo quantitativo mos-
trando que as incertezas em cada dominio estdo relaciona-
das e como variam com o tipo de sinal.

Um sinal é uma fungdo do tempo que representa uma
varidvel fisica originada num dado sistema. Um sinal é o
agente que transporta a informacao que permite ao obser-
vador o conhecimento do sistema e toda a andlise e proces-
samento de sinais tem como objectivo extrair de uma forma
6tima essa informagao.

O parametro do sinal que se vai utilizar por estar ligado
a informagdo € a sua energia que, para um sinal f(t), se
define como E = [ f?(t)dt . Se o sinal concentrar
a sua energia numa curta janela temporal fica-se com um
conhecimento/informacdo definido com boa resolu¢do no
tempo para a energia do sinal. Se, pelo contririo, hou-
ver um espalhamento da energia por uma larga janela a
definicdo temporal da informa¢do diminui. Considerando-
se incerteza como a falta de informacdo, esta pode ser as-
sociada a baixa resolu¢@o temporal da energia e portanto
directamente ligada ao espalhamento da energia. De um
modo andlogo se pode considerar incerteza na frequéncia
como uma caracteristica associada ao espalhamento da
energia na frequéncia. Para proceder a um estudo quanti-
tativo da incerteza vai-se considerar o parametro que usu-

almente serve para caraterizar estatisticamente o espalha-
mento: o desvio quadritico médio, definindo-se como in-
certeza em cada dominio o desvio quadratico médio da
energia do sinal Desta forma o objectivo que se procura é
determinar para um sinal os desvios quadraticos médios da
energia no tempo e na frequéncia e procurar as suas even-
tuais relacdes.

Note que as incertezas aqui referidas apenas tém a ver
com a representacio tempo/frequéncia resultante da trans-
fomada de Fourier e, embora relacionadas, ndao impli-
cam as relacdes de incerteza bem conhecidas da mecanica
quantica.

II. INCERTEZA NO TEMPO E NA FREQUENCIA

Dado um par de Fourier f(t) <> F(w) definido pelos inte-
grais de Fourier (4) e (5), a sua energia nos dois dominios
esté relacionada pela férmula de Rayleigh-Parseval (6), que
se pode apresentar na forma normalizada

< ), [ |Fw)?
- Tdt_/_oo onE
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gativas e obedecendo as rglag()es anteriores, podem ser in-
terpretadas como fungdes de densidade de probabilidade
e representar a distribui¢do da energia normalizada nos
dominios do tempo e frequéncia respectivamente. Sem
perda de generalidade e uma vez que se estd interessado
apenas em caracterizar a dispersdo da energia, pode-se con-
siderar que os valores médios sao nulos e definir a incerteza
em cada dominio como sendo o desvio quadratico médio da
energia do sinal nesse dominio:

fz(t) / |1 (w)|2
2 — 2
/ t dt e oy, w 5 dt

Para que estes integrais existam é necessario:

lim #2f2(t) =0

[t|—o0

dw =1

As fungdes sendo claramente nio ne-

Ot —

e lim w?|Fw)?=0 (1)
|w|—o0

ou seja a que f(t) decaia para 0 mais rapidamente que 1/ |¢|
e que |F'(w)| decaia para 0 mais rapidamente que 1/w
Para se avaliar o comportamento conjunto de oie o,

dh(t
definam-se as fungdes f(t) = t.h(t) e g(t) = % em

que h(t) é uma fungdo real de varidvel real, continua, dife-
rencidvel e integravel em R e utilize-se a desigualdade de
Cauchy-Schwarz (7)

(/_Zt.h(t)CH;(tﬂdt>2 < /_ O; 213 (t)dt /_ ‘: (dlf)f »
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Os vidrios integrais que constituem a inequacio anterior
determinam-se da seguinte forma

/oo t.h(t)%f)dt = /O<> t%dt =

— 00

1 o <1 E
= | ~th’(t - h2(t)dt =
o] - [ gen =3
pois sendo || < t* para |t| > 1, atendendo a (1) tem-
se lim thz(t) =0.
[t]—o0

2. [ 2R3 (t)dt = o2 E

dh(t
3. Usando a propriedade de di) + jwH(w) e a

férmula de Rayleigh (6)

/Z (?)2&:;/3”}1( )| dw = 0% E

desde que se verifique a condi¢do ‘ llun w?H?(w) =
w|—00

0 de acordo com (1).

Substituindo os resultados na inequagio (2):
E\?2

1
Ot0q Z 5 (3)

e portanto

Este resultado mostra a interdependéncia das dispersdes
de energia em cada um dos dominios de representacio e
permite tirar de imediato duas conclusdes

1. Para um dado par de Fourier a diminui¢doda incerteza
num dos dominios implica o0 aumento da incerteza no
outro;

2. Existe uma condi¢do de minimo para o produto das
dispersdes que corresponde ao sinal igual na expressao
anterior (3). Esta situacdo ocorre sse as duas funcdes

dh(t
t.h(t)e d(t ) forem proporcionais (8)

dh(t)
Sdt

equacdo diferencial que integrada tem a solug@o geral

—at.h(t) =

h(t) = Cet'/2

sendo C uma constante arbitraria. O minimo, ou
seja, o melhor compromisso entre resolucdes nos dois
dominios, verifica-se para uma fungdo gausseana no
tempo a que corresponde uma fungdo gausseana na
frequéncia.

1I1. DEFINIQOES E NOTAS AUXILIARES

Definicdo 1: Transformada de Fourier de uma fungao real
de varidvel real f(t) é a fungo F'(w) tal que

w) = /_ h ft)e v dt )
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Definicdo 2: Transformada inversa de Fourier de uma
fungdo de varidvel real F'(w) € a fungdo f(¢) tal que

flit)= S /00 F(w)el“tdw Q)

21 J_

Existe uma correspodéncia biunivoca entre f(t) e F'(w) de-
finida pelos integrais de Fourier e o par de fungdes f(t) <>
F(w) é designado por par de Fourier.

Usando as defini¢des das tranformadas de Fourier tem-se

E- / FOF()d
:‘/_Oof (27‘-/ F e]wtdw> d
:/_OC L p(w) </ it efwtdt> dw

oo 1 .
:/_Oo ﬂF(w)F (w)dw

em que F*(w) é a fungdo complexa conjugada de F'(w),
podendo-se concluir que

(o) oo 1
B= [ rod- | SirwPd ©
—oo oo 2T

férmula muitas vezes designada por férmula de Parseval
ou de Rayleigh e que traduz a manutencdo da energia nos
dois dominios de representagio, facto relevante do ponto de
vista de aplicagdes fisicas.

Teorema 3: Desigualdade de Cauchy-Schwarz: Quaisquer
que sejam duas fungdes reais da varidvel real f e ¢ in-
tegraveis e quaisquer que sejam dois nimeros reais ro > x1

ter-e-a
T2 2 T2 2
([ s@tor) < [7 P [ P o
)+ ag(z))®dz > 0 uma

Demonstracao:
E trivial verificar que f;lz (f(z

vez que a func¢do integranda é sempre ndo negativa. Entdo
o polindmio de 2° grau em «
2
dzr + / A (z)dx
T

T2
a? / g2
z1

terd de ter raizes imagindrias pelo que
x2
< / flx dx) —4 / > (z
1

Pode-se concluir também que a igualdade s6 ocorre se

(z)dz + 2« /12 f(x)g(x)

)dx /‘T2 fz(:n)d;c <0

f(@) +ag(x) =0

ou seja quando existe uma relacdo de proporcionalidade
entre as duas funcdes.

f(z) = —ag(x) ®
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E possivel ainda concluir que a validade da desigualdade
se mantem se os limites de integrago se tornarem infinitos
desde que se verifiquem as necessarias condicdes de inte-
grabilidade das funcdes.

IV. EXEMPLOS

A. Funcgdo rectangular

A fungfo rectangular define-se como sendo:

1t < T2
f“>—{o 1 > T2
£(t)
1
-T/2 T2 t

Fig. 1 - Funcdo rectangular

cuja transformada de Fourier é

sin(wT/2)
F =T———F7=
(w) wT/2
A energia ¢ E = T e o desvio médio quadrético na
frequéncia
oo 2
T/2
o2 :/ w2 S (w2/ ) dw —
—0 (wT/2)" 27T

1 oo

_ 2 _
=T _Oosm (wT/2)dw = o0

Pode-se concluir que o espalhamento da energia na
frequéncia € infinito

A funcdo de banda limitada na frequéncia terd um resul-
tado dual: o espalhamento da energia no tempo € infinito.

B. Funcdo triangular

A janela triangular define-se como sendo:

_ = yTE L < T
g(t)_ { 0

|t =T

f(t)

Fig. 2 - Funcgéo Triangular

L 2 .
A suaenergiaé E = §T e a sua transformada de Fourier

1
é facilmente calculdvel atendendo a que g(t) = T ft) *
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f(t) em que f(t) é o impulso rectangular e * representa a
operacdo de convolucdo. Entao

6w =7 (T2’

O célculo das dispersdes de energia conduz a

T2
" 10

>~ 1 3 sin(wT'/2)\* 3
2 _ 22 2T _ 2
Tw /002772Tw ( (wT'/2) ) dw = 73

+T
o—fz/ 3 21— | T)2dt
2T

pelo que
3/10 = 0.54772

OtOw =

C. Funcgado trapezoidal

A janela trapezoidal define-se para To < Tjcomo sendo:

T, —T
1 e < =2
tl Tv+T, T-T» T + T
=4 -4 t
1(®) o e T 2 |T|<T 2
+ 12
0 > =L
2 —
f(t)
1

(Ti-T2)/2 (T\+T3)/2

A(T{+T5)/2 ~(T;-Ty)/2 t

Fig. 3 - Funcdo Trapezoidal

1
Como f(t) = ?rect(t, T1) = rect(t, T>) a transformada
2
de Fourier sera:

sin(wT /2) sin(wTs/2)

Flo)=h— ™ D2

A energia e a sua dispers@o temporal serdo:

T1—To Ty +To 2
2 t (Tl + Tg)
E = dt +2 —— 20| dt=
/0 + \/ﬂ;"z ( T2 + 2T2
T.
T — ?
£ i
9 Jo F t*di+
of =+ LEEE t (Mt D))
E o P ) dt
+fT1;T2 ( T, o, )

b2 5TP — T3 — 5ToTE + 5T3Ty
t 20 (311 — T»)
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A variagéo de o¢ /Ty com k = Ty /T seré

5— k3 + 5k2 — 5k
T:
ot/Th \/ 20 (3 — k)

A dispersao da energia na frequéncia sera:

T T
L sin?(“o1y sin?(L22)
o2 = 212 2 2 -
2rE —0o0 U)Tl 2 ng 2
2 2
) ’LUT1 . 9 ng
_ 4 /OO Sin (T) Sin (T)d le _
7ETy J_oo w1 wTs 2
2 2

fazendo wTy/2 = z , k = T,/Ty e usando o integral
determinado no anexo A

9 4 /OO sin® x sin® kz
g, = dx =
YO wETy J_ o oz kx

_ 42
_’7TET22_ET2_
2 671

(- 1/3)T»  3NTE-Ts

A variagdo de 0,71 com k = Ty /T serd

6
ol =\ 35—

O produto dos factores de incerteza serd entdo
5— k® + 5k% — 5k 6
OO0y =
¢ 2003 -k  V3k—k2

stsw 47

Fig. 4 - Griéfico de o404, em fungdo de k

Como esta fungdo é decrescente no intervalo (0, 1] e o seu
valor para k = 1 é v/0.3 = 0.5478, a condigdo de incerteza
€ sempre verificada

Note que se 77 = T5 tem-se o impulso triangular e para
T> — 0 tem-se o impulso rectangular. O leitor pode verifi-
car que para os dois casos os valores coincidem.
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D. Funcdo exponencial (laplaceana)

Como exemplo de uma funcdo de durag@o infinita
apresenta-se a janela exponencial ou laplaceana definida
por:

flt) =T
e cuja transformada de Fourier é

2/T
F<“’>:wz+/1m

Aenergia B = [% e /Tqt = [Fe /Tt = T e
os desvios médios quadriticos da energia normalizada no
tempo e na frequéncia valem o? = T?/2 e 02 = 1/T?
e, portanto, o0, = V2 /2, significativamente superior ao
limite de 1/2.
V.
VI. ANEXO A

O célculo dos desvios quadriticos médios das janelas tra-
pezoidal e triangular obrigam a solugdo do seguinte integral

> sin? z sin? kx
I = dzx
— 00

T kx

A procura da solucdo pode ser feita recorrendo ao programa
de calculo simbdlico MAPLE incluido na biblioteca symbo-
lic do Matlab. Desta forma pode-se obter para o integral a
seguinte solucdo:

1
I =—
X
[ cos2x 1 . 1 k [ cos2kx ) 1
P + 3 Si(2x) — yP + 3 <2k::1c + Sl(2kx))

2k—2 (cos ((2k — 2)x)

3 2k — )z + Si((2k — 2)3:))

2k+2 (_ cos ((2k +2)z)

3 ok + 2z Si((2k + 2)33))

em que Si(x) é a fungdo seno-integral. Calculando os limi-
tes determina-se:

2 4 2k sign(k) + sign(2k — 2)

==

pP —ksign(2k — 2) — sign(2k + 2)

—ksign(2k + 2)

podendo finalmente concluir-se:

— 0o



