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Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal desenvolver algumas construcoes
din@micas e interafivas com o apoio do GeoGebra, que auxiliem o ensino/
aprendizagem da geometria. O trabalho centra-se na construcdo de aplicacdes
interativas que facilitem a percecdo do porqué das formulas utilizadas para o
cdlculo das dreas de poligonos e do circulo.

Comeca-se porilustrar a formula de cdlculo da drea do retGngulo, para de seguida,
se ilustrarem as férmulas de cdlculo das dreas do paralelogramo, do tringulo,
do trapézio, do papagaio e finalmente do circulo. Sempre que pertinente, as
figuras sdo decompostas e “transformadas” num retGngulo equivalente (com igual
dreaq). Procurou-se que as transformacdes utilizadas ajudassem a compreender as
expressoes que se obtém para o cdlculo da drea de cada figura.

Palavras-chave: GeoGebra; dreqa; ensino de geometria; modulos inferativos;
poligonos e circulo.

Abstract

This dissertation’s primary purpose is to develop some dynamic and interactive
constructions with the support of GeoGebra, which will help in the teaching/learning
of geometry. The dissertation focuses on the construction of interactive applications
which will help in the understanding of the formulas used for the calculation of the



Indagatio Didactica, vol. 5(1), julho 2013 ISSN: 1647-3582

areas of polygons and of the circle.

First of all, it is given an illustration of the calculation formula of the area of the
rectangle, followed by the illustration of the calculation formulas of the parallelogram,
the triangle, the trapezium, the kite, and, finally, the circle. Whenever relevant, the
figures are broken down and “transformed” into an equivalent rectangle (with the
same areaq).

It was sought that the transformations used would help understand the expressions
obtained for the calculation of the area of each figure.

Keywords: GeoGebra; area; geometry teaching; interactive modules; polygons
and circle

Resumen

Este trabajo de investigacion tiene como objetivo principal desarrollar algunas
construcciones dindmicas e interactivas con la ayuda de GeoGebra, que apoyan
la ensenanza y el aprendizaje de la geometria. El frabajo se centra en la creacion
de aplicaciones interactivas que facilitan la comprension de férmulas usadas para
calcular dreas de los poligonos y del circulo.

Empezamos por ilustrar la formula para calcular el drea del rectdngulo, para
entonces, ilustrarse las formulas de cdlculo de las dreas del paralelogramo, del
tridngulo, del trapecio vy, por Ultimo, del circulo. Siempre que sea importante, Ias
cifras son descompuestas y “transformadas” en un rectédngulo equivalente (con
la misma drea). Se ha buscado que las fransformaciones utilizadas ayudasen a
comprender las expresiones que se obtienen para el cdlculo del drea de cada
figura.

Palabras-clave: GeoGebra; geometria; drea; mddulos interactivos; poligonos y
circulo

Intfroducgdo

Este trabalho foi elaborado no dmbito da dissertacdo do Mestrado em Matemdatica
para Professores e foi um desafio muito interessante por aliar as novas tecnologias
a Matemdtica. O software utilizado revelou-se uma étima ferramenta pois permitiu
criar animacodes interativas, que ilustram as formulas do cdlculo de dreas de
poligonos e do circulo, dando ao utilizador a possibilidade de proceder a uma
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andlise cuidada das construgcdes, avancando ou recuando até conseguir tirar as
conclusoes necessdrias.

Todas as animacoes elaboradas no dmbito deste trabalho foram construidas
utilizando a versdo 4.2 do GeoGebra. Tiveram por base as orientacdes do Programa
de Matemdtica do Ensino Bdsico e as constantes na brochura de geometria
disponibilizada pelo Ministério da Educacdo (Breda, Serrazina, Menezes, Sousa &
Oliveira, 2011).

Como este foi o primeiro contacto com o programa, um elemento fundamental
para o desenvolvimento do trabalho foi o manual do GeoGebra (Hohenwarter,
J.& Hohenwarter, M, (2009)), bem como o site disponibilizado com esclarecimentos
varios (GeoGebra, 2012).

Foram consultadas varias pdginas da internet que permitiram esclarecer dividas
sobre o modo de funcionamento do GeoGebra e visualizar algumas construcoes ja
elaboradas. A titulo de exemplo referem-se as seguintes: Sada, (2005), Knote, (2012)

Os modulos desenvolvidos destinam-se a ser utilizados pelos alunos que estejam a
aprender as formulas de cdlculo de dreas de poligonos (retGngulo, paralelogramo,
tridngulo, trapézio, papagaio) e do circulo. O facto de todos eles serem interativos
permite aos alunos explorar os passos da transformacdo dos poligonos/circulo que
levam a formula do cdlculo da drea. Procurou-se que as transformacodes tivessem
por base a féormula de cdlculo da drea do ret@ngulo, férmula esta explorada
inicialmente em dois mddulos de base.

Em todas as animacodes foram utilizadas varidveis booleanas pois estas permitem
definir os objetos que se pretendem mostrar/ocultar em cada ponto da animacado.
A medida que se vai avancando nas animacdes vao surgindo as explicacdes sobre
os procedimentos efetuados. Foram utilizados ainda seletores pois estes possibilitam
definir entre que valor pode variar uma varidvel, associada a um determinado
movimento/transformacdo. Optou-se por colocar botdes para iniciar/parar as
animacoes, e foi criado um botdo “reiniciar” para que o utilizador possa reiniciar
todas as animacodes rapidamente.

Seguidamente ir-se-& apresentar, de forma resumida, cada um dos maodulos
desenvolvidos.
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Desenvolvimento

1. Férmula de cdlculo da drea do retdngulo

Para ilustrar a formula de cdlculo da drea do reténgulo teve-se por base a nocdo
de medida de dreaq, ou seja, calcular/contar o nUmero de unidades de drea que
“cabem” na drea que se pretende medir. Foram elaboradas duas construcoes
din@micas, uma com base em retdngulos de lados com medidas inteiras e outra
com base num retdngulo com medidas fraciondrias.

A primeira construcdo permite ao utilizador definir o nUmero inteiro de unidades de
comprimento a contabilizar na base e na altura, entre um e dez. Esta construcdo
permite, entre outras coisas, ajudar o utilizador a entender que o quadrado € um
retGngulo cujas medidas dos lados sdo iguais.

Para a primeira animacgdo foi definida em primeiro lugar uma unidade de dreq,
depois foram criados dois seletores (um horizontal e outro vertical) que permitem
ao utilizador desta animacdo definir o niUmero de unidades de comprimento
da base e da altura do ret@ngulo (quer na horizontal, quer na vertical). Para isto
criaram-se duas listas, a primeira que faz uma sequéncia de translacdes horizontais
da unidade de dreaq, a segunda faz uma sequéncia de translacdes verticais da
primeira lista. Foi criada uma caixa de texto que mostra as alteracdes do niUmero
de unidades de comprimento da base e da altura, bem como a influéncia que
essas variacoes tém na drea do retdngulo que se define. No final pretende-se que
o utilizador perceba que a férmula de cdlculo da drea do reténgulo é o produto
das medidas de comprimento da base pela altura.

A segunda construcdo permite visualizar melhor o cdlculo da drea quando as
dimensdes ndo sdo nUmeros inteiros, mas antes fraciondrios.

Para comecar definiu-se um retdngulo e considerou-se uma unidade de drea
para que a medida da altura fosse um numero decimal. Definiram-se operadores
booleanos que permitissem ao utilizador visualizar a decomposicdo do retdngulo
tendo em conta a unidade de dreaq, explicitou-se mais uma vez que a drea do
retngulo inicial € o nUmero total de unidades de drea em que foi decomposto, ou
ainda, o produto dos nUmeros de unidades de comprimentos da base e da altura.
Numa segunda fase, para facilitar a percecdo, considerou-se uma nova unidade
de drea, um quarto da primeira, obtendo-se assim um ndmero inteiro de unidades
de comprimento da base e da altura do retdngulo em estudo. Num terceiro ponto
considerou-se outra unidade de drea que fosse uma centésima parte da primeira.
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Nesta animacdo pode-se sempre visualizar/ocultar as unidades de drea j& definidas,
bem como as decomposicoes associadas a cada uma dessas unidades de drea.
Nas duas Ultimas unidades de drea apresenta-se o cdlculo da drea remetendo
para a primeira que se considerou.

As seguintes figuras ilustram os dois mddulos referidos.
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Figura 1 - Exemplo do médulo interativo para ilustrar a formula do cdlculo da drea do retdngulo com

dimensoes inteiras.
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Figura 2 - Exemplo do mddulo interativo parailustrar o cdlculo da drea do retGngulo cujas dimensoes
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ndo sdo nUmeros inteiros.
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2. Férmula de cdiculo da drea do paralelogramo

De seguida procurou-se elaboraruma animacdo que ilustrasse o porqué da féormula
do cdlculo da drea do paralelogramo, transformando-o numreténgulo equivalente.
Para isso, numa primeira fase, recorreu-se d decomposicdo do paralelogramo
em dois fringulos geometricamente iguais (assinalados a azul) e um retdngulo
(assinalado a castanho). Ao fazer uma translacdo horizontal de um dos triGngulos
para que as hipotenusas fiquem sobrepostas, obtém-se um ret@ngulo equivalente
conforme se pode ver na figura 3. Num segundo momento criou-se a possibilidade
de deslocar o lado [CD] ao longo de uma reta paralela d base, mostrando que
as medidas da base e da altura se mantém e por conseguinte a drea também se
mantém.
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Figura 3 - Exemplo do médulo interativo para ilustrar a férmula de cdlculo da drea do paralelogramo.

3. Férmula de cdlculo da drea do triGngulo

Para ilustrar a formula de cdlculo da drea do tringulo foram elaborados trés
modulos dinédmicos.

No primeiro, criou-se um seletor que permite mover o vértice C sobre uma reta
paralela d base, permitindo ao utilizador definir um tringulo para prosseguir
com a animacdo. Depois marcou-se o ponto médio da hipotenusa, duplicou-se
o tringulo e fez-se rodar o mesmo com centro de rotacdo no ponto médio da
hipotenusa e amplitude 180°, para que as hipotenusas coincidissem. Ao analisar a
imagem obtida percebe-se que se obteve um paralelogramo, o que nos remete
necessariamente para aférmula de cdlculo da drea do paralelogramo j& analisada.
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Como o paralelogramo obtido é constituido por dois tringulos geometricamente
iguais, a drea de cada um deles € metade da do paralelogramo. No final dd-se
a possibilidade de movimentar o vértice C (recorrendo ao seletor definido para
o efeito), ao longo de uma reta paralela a base, para salientar que movendo o
vértice ao longo de uma reta paralela a base o valor da drea ndo se altera pois as
medidas dos comprimentos da base e da altura ndo se alteram (ver figura 4).

Na segunda construcdo também se comecou por ilustrar que se o vértice oposto
d base se mover sobre uma reta paralela d base as medidas dos comprimentos da
base e da altura ndo se alteram. Desenhou-se a altura relativa a [AB], marcou-se
o ponto médio desse segmento de reta e tracou-se uma reta paralela a base que
passasse nesse ponto médio. Isso permitiu obter os pontos médios dos lados do
tridngulo ([AC] e [BC]).

Came determinar a drea de us ilnguila?
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Figura 4 - Exemplo do mdédulo interativo para ilustrar a férmula de cdlculo da drea do triingulo por
analogia com a férmula de cdiculo da drea do paralelogramo.

Decompds-se o fringulo em dois novos triingulos e um quadrilatero, optou-se
por distingui-los com cores diferentes para ser mais facil acompanhar os pontos
seguintes desta animacdo. Efetuou-se a rotacdo de cada um dos triGngulos, com
centro nos pontos médios dos lados do triingulo e amplitude 180° (o laranja [AFM’]
no sentido positivo e o verde [BGM' ] no sentido negativo), obtendo-se um retdngulo
equivalente ao triGngulo em estudo, com a mesma medida de comprimento da
base e metade da altura do tringulo (ver figura 5). Como a férmula do cdlculo da
drea do retGngulo ja foi analisada, facilmente se explica que a formula que permite
calcular a drea do triingulo € metade do produto das medidas de comprimento
da base e da altura.
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Figura 5 - Exemplo do mddulo interativo parailustrar a férmula de cdlculo da drea do tridngulo por
analogia com a férmula de cdliculo da drea do reténgulo.

O terceiro mddulo construido para ilustrar o porqué da férmula de cdlculo da drea do triingulo
teve por base um tri@ngulo cujos dngulos adjacentes & base sdo agudos. Comecou-se por definir
uma seletor que permitisse efetuar a rotacdo do triéngulo de modo a que o seu lado maior fosse
a base e ficasse na horizontal. Depois desenhou-se uma reta perpendicular d base que passasse
no vértice oposto & mesma, assinalando-se dessa forma o ponto de intersecdo dessa reta com a
base do tridngulo. Decompbs-se o friingulo inicial em dois tridngulos retGngulos (o [BDC] assinalado
a verde e o [ABD] assinalado a laranja) e determinou-se o ponto médio das suas hipotenusas.
Posteriormente duplicaram-se os friingulos reténgulos obtidos e, fendo por base um novo seletor,
definiram-se as rotacdes simult@neas dos triéngulos duplicados, com centro no ponto médio da
hipotenusa e amplitude 180° (o verde no sentido positivo e o laranja no sentido negativo). Obteve-
se um ret@ngulo cujas medidas dos comprimentos da base e da altura séo as mesmas do tridngulo
inicial e cuja drea € o dobro da do tridngulo inicial, chegando-se assim & férmula de cdlculo da drea
do fringulo. No final definiu-se a possibilidade de movimentar a construcdo final para esclarecer
que independentemente da posicdo do tridngulo obtusGngulo considerado, os passos seguidos ao
longo desta animagdo sdo vdlidos.

CIDTFF - Indagatio Didactica - Universidade de Aveiro
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Figura 6 - Exemplo do mdédulo interativo para ilustrar a férmula de cdlculo da drea do tridingulo cujos
dangulos adjacentes d base sdo agudos, por analogia com a férmula de cdiculo da drea do reténgulo.

4. Férmula de cdlculo da drea do trapézio

O trapézio deu origem a duas animacoes. Na primeira desenhou-se uma reta
perpendicular & base que passasse no ponto E, com isto encontrou-se a altura e
assinalou-se o seu ponto médio. Tracou-se uma reta paralela & base que passasse
no ponto médio da altura. Este procedimento permitiu determinar os pontos médios
de [AE] e [CD] para efetuar uma decomposicdo do trapézio em dois trapézios.
Seguidamente, efetuou-se uma rotacdo do trapézio superior [CEFG], com centro no
ponto G e amplitude -180°, tfransformando-se assim o trapézio num paralelogramo
equivalente. Para terminar e porque se pretendia ilustrar a féormula de cdlculo
da drea do trapézio a partir da do reténgulo, fez-se uma nova decomposicdo
num tridngulo ret@ngulo [AFI] e num quadrildtero [B'IFF'], que se transformou num
retdngulo equivalente devido a uma translacdo do tridngulo ao longo da base do
quadrilatero (Figura 6). O reté@ngulo final tem metade da medida de comprimento
da altura do trapézio e a medida do seu comprimento € a soma das medidas dos
comprimentos das bases maior e menor do trapézio, obtendo-se assim a formula
de cdlculo da drea do trapézio.
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Figura 7 - Exemplo do mddulo interativo parailustrar a férmula do cdiculo da drea do frapézio, por
analogia com a férmula do cdlculo da drea do reténgulo, decompondo inicialmente em dois frapézios.

Na segunda animacdo interativa, encontraram-se os pontos médios dos lados
do trapézio, desenharam-se duas retas perpendiculares d base que contivessem
esses pontos. Este procedimento permitiv encontrar dois pontos na base, fornando
possivel a decomposicdo do frapézio em dois tridngulos retGngulos ([AGM ]
assinalado a vermelho e [DHM,] assinalado a verde) e um hexdgono. Fez-se rodar
os fringulos com centro no seu vértice que corresponde a cada um dos pontos
médios encontrados, 180° (o verde no sentido positivo e vermelho no sentido
negativo), e obteve-se mais uma vez um ret@ngulo, cuja medida da base é metade
da soma das medidas das bases do trapézio e a medida da altura € a mesma do
trapézio (ver Figura 7).
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Figura 8 - Exemplo do mddulo interativo parailustrar a férmula do cdiculo da drea do frapézio, por
analogia com a férmula do cdlculo da drea do reténgulo, decompondo inicialmente em dois tridngulos
retdngulos e num hexdgono.
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5. Férmula de cdlculo da drea do papagaio

Aférmulade cdlculo da drea do papagaio também foi objeto de estudo e procurou-
se ilustrar a mesma por analogia com a do ret@ngulo. Comecou-se por identificar
as diagonais maiores € menor, bem como o ponto de interseccdo das duas. Depois
decompds-se o0 papagaio em quatro triGngulos retdngulos (geometricamente
iguais dois a dois e porisso identificados com a mesma cor (fonalidades diferentes)).
-Desenharam-se duas retas perpendiculares a diagonal maior, que passassem
pelos seus extremos (ponfo A e ponto D)), reta r e s, respetivamente. Fez-se uma
reflexdo dos tridngulos [ACE] (assinalado a verde claro) relativamente a reta r e
[CD,E] (assinalado a laranja claro) relativamente a reta s. Procedeu-se a translacdo
de cada um dos tringulos retGngulos obtidos por reflexdo, ao longo da hipotenusa
do tridngulo geometricamente igual a si mesmo (assinalado com a mesma
tonalidade) para obter mais uma vez um ret@ngulo equivalente ao papagaio
inicial. O retdngulo final possui uma medida de comprimento igual & medida
de comprimento da diagonal maior (D) e a sua altura é metade da medida de
comprimento da diagonal menor (d) (ver figura 9).
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Figura 9 - Exemplo do médulo interativo para ilustrar a férmula de cdiculo da drea do papagaio, por
analogia com a férmula do cdlculo da drea do reténgulo.

6. Formula de cdlculo da drea do circulo

O circulo foi decomposto conforme sugerido por Breda et al., (2011). Pag. 128 e
129, em setores circulares que originaram tringulos com vértices no centro da
circunferéncia e nos pontos extremos dos arcos de circunferéncia que definem os
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setores. Esta € uma aproximacdo que serd tdo mais proxima do valor da drea do
circulo quanto maior for o niUmero de setores circulares considerados. Depois ao
cortar-se o circulo nos setores que foram desenhados, mantendo-os unidos pela
linha curva que corresponde a aproximacdo da circunferéncia, procedeu-se 4
abertura do mesmo a partir do ponto de corte, para ambos os lados, ou seja,
guer no sentido hordrio, quer no sentido anti-hordrio, até que a circunferéncia se
“transformou” num segmento de reta. Fez-se um corte vertical no ponto médio desse
segmento de reta, determinou-se o ponto medio de [AB' ] e fez-se rodar metade
do poligono obtido, com centro no ponto médio de [AB' ] e amplitude -180° para
que fosse encaixar na outra metade, obtendo-se assim um paralelogramo. Por fim
decompds-se o tridingulo isdsceles que estava na parte inferior mais a direita em
dois fridngulos retGngulos geometricamente iguais, procedeu-se a translacdo do
que se situava a direita, ao longo da base do paralelogramo, obtendo-se mais
uma vez um reténgulo, cujas medidas dos comprimentos da base é 1ir e da altura é
r. Desta forma foi possivel ilustrar o porqué da féormula do cdlculo da drea do circulo
com base da férmula do cdlculo da drea do reténgulo.
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Figura 10 - Exemplo do mddulo interativo parailustrar a féormula de cdlculo da drea do circulo, por
analogia com a férmula do cdlculo da drea do reténgulo.

Conclusoes

A elaboracdo dos mddulos dinédmicos referidos ao longo deste trabalho foi feita
tendo em conta o publico-alvo a que se destinam, os alunos do ensino bdsico.
Procurou-se que as ilustracdes tivessem uma linguagem clara, acessivel, sem
descurar o rigor cientifico exigido neste tipo de situacoes.
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Estes modulos interativos serdo uma boa ferramenta de frabalho no ensino das
formulas do cdlculo de dreas pois permitirdo aos alunos, ao seu ritmo, perceberem
O porqué das mesmas.

Como o publico-alvo é adepto das novas tecnologias, o recurso a elas como
ferramenta de trabalho pode estimular o gosto pela aprendizagem da Matemdtica.
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