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Resumo

Neste trabalho descrevemos a utilizacdo do GeoGebra associado a confeudos
multimédia e a um sistema de treino e avaliacdo online para a Matemdtica,
enquadrada no Projeto MITO — Mddulos Interativos de Treino Online. Os mddulos
interativos construidos servem de apoio as unidades curriculares lecionadas
no ensino presencial e a disténcia do Ensino Superior. A mesma estrutura pode
ser adotada para a construcdo de modulos interativos de apoio ao ensino da
Matemdtica nos ensinos bdsico e secunddrio.

Palavras-chave: Tecnologias de informacdo e comunicacdo; GeoGebra; interativo;
multimédia.

Abstract

In this paper we describe the use of GeoGebra associated with multimedia content
and a system of training and online assessment for Mathematics, framed in Project
MITO - Interactive Online Training Modules. The interactive modules built serve
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as support for the courses taught in classroom teaching and distance in Higher
Education. The same structure can be adopted for the construction of interactive
modules to support the teaching of mathematics in primary and secondary
education.

Keywords: Information technology and communication; GeoGebra; interactive;
multimedia.

Resumen

Eneste trabajo se describe eluso de GeoGebra asociado con contenidos multimedia
y un sistema de formacion y evaluacion en linea de matemdaticas, enmarcado en el
Proyecto MITO - Mdédulos interactivos de formacion en linea. Los mddulos interactivos
construidos se utilizan para apoyar las matematicas de los cursos ensenados en la
ensenanza presencial ya distancia en la Educacion Superior. La misma estructura
se puede adoptar para la construccion de modulos interactivos para apoyar la
ensenanza de las matemdaticas en la educacion primaria y secundaria.

Palabras-clave: Tecnologias de la informaciéon y la comunicacion; GeoGebra;
interactivo; multimedia.

Infrodugdo

As Tecnologias de Informacdo e de Comunicacdo (TIC) assumiram nos Ultimos
anos um papel de importéncia crescente no ensino da Matemdtica (Seppala et al,
2006). A exploracdo dos conceitos matematicos de uma forma interativa e a maior
facilidade e rapidez de acesso a informacdo contribuem para uma melhoria da
qualidade do seu ensino e aprendizagem. No entanto, a sua utilizacdo em sala de
aula ou a distncia deve satisfazer determinados requisitos. Para Jonassen (1996)
a aprendizagem presencial ou a distdncia deve ser ativa, construtivista, reflexiva,
colaborativa, intencional, complexa, contextual e coloquial. Assim, os estudantes
devem ser envolvidos em atividades relevantes para que a aprendizagem seja
ativa, infegrando novas ideias aos conhecimentos anteriores de modo a favorecer
a construcdo de significados. Devem ainda ser proporcionados momentos
em que os estudantes tenham de refletir sobre as suas proprias experiéncias.
Também é importante que os estudantes colaborem entre si ou se sintam parte
de uma comunidade com infteresses comuns para a partilha de conhecimentos
e a interacdo serem possiveis. Finalmente, a aprendizagem deve ser intencional
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e confextual, desafiando os estudantes a atingir determinados objetivos e a
resolver problemas do mundo real. Segundo Jonassen (1996) estas caracteristicas
da aprendizagem e o uso da tecnologia no ensino estdo inter-relacionadas e
sdo interativas e interdependentes, isto €, as tecnologias devem ser selecionadas
e usadas nos contextos de aprendizagem de forma a englobar a maioria destes
critérios. A aprendizagem através da tecnologia deve por isso procurar incorporar
estas caracteristicas de modo a apoiar os estudantes na sua aprendizagem e
ajudd-los a atingir os seus objetivos (Jonassen et al, 2008).

O Geogebra no ensino da Matematica

O GeoGebra é um software de matemdtica dinénica destinado a professores
e estudantes de todos os niveis de ensino que conjuga diferentes fipos de
representacoes: algébrica, geométrica, numérica e mais recentemente as
representacoes simbdlica e 3D. A sua utilizacdo livre, nos termos da GNU General
Public Licence, e ufilizacdo intuitiva tornou-o num dos mais populares soffwares
da sua categoria. Utilizado amplamente por professores e estudantes, desde
o Ensino Bdsico ao Ensino Superior, o GeoGebra possibilita a construcdo e a
manipulacdo dindmica de objetos e pode contribuir para a criacdo de ambientes
de aprendizagem motivadores que permitam ao estudante visualizar conceitos
matematicos, formular raciocinios e argumentos, desenvolver o espirito critico e
reconhecer a importdncia da demonstracdo matemdatica.

A utilizacdo do GeoGebra no ensino da Matemdtica do Ensino Superior pode
permitir uma rapida aquisicdo de conceitos e resultados para a sua aplicacdo
em exercicios e problemas. Em unidades curriculares como Andlise Matemdatica,
Algebra, Andlise Numérica, Estafistica, entre outras, as applets do GeoGebra
podem integrar pormenores de nivel matemdatico avancado. Por este motivo,
reconhecemos grande utilidade na utilizacdo de videos tutoriais de apoio s applets.
No caso da aprendizagem a distdncia, a utilizacdo de ferramentas de avaliacdo
online pode contribuir para assegurar que o estudante faz o esforco necessdrio
para a compreensdo das informacdes integradas numa applet elaborada.

Prosseguimos com a descricdo de um projeto de investigacdo e desenvolvimento
do Instituto Politécnico de Leiria que foi cricdo com base nos fundamentos
supramencionados, o projeto MITO.
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Projeto MITO

O MITO - Mddulos Interativos de Treino Online (www.mito.ipleiria.pt) € um projeto
de investigacdo do Instituto Politécnico de Leiria, desenvolvido por docentes do
Departamento de Matemdatica da Escola Superior de Tecnologia e Gestdo. Foi
fundado no ano de 2010 com o objetivo de responder ao problema da crescente
falta de bases de Matemdtica dos estudantes que ingressam no Ensino Superior.

Um moddulo interativo do MITO é constituido por um livro interativo que apresenta
0s conceitos tedricos e praticos acompanhados com applets do GeoGebra e
videos tutoriais, e por perguntas de treino e de avaliagcdo com correcdo, feedback
e resolucdo automaticas, apoiadas num sistema de algebra computacional (CAS)
(Paiva, 2011). Neste momento o MITO aloja na sua plataforma Moodle mddulos
interativos de Andlise Matemdtica, Andlise Numérica, Algebra Linear e Geometria
Analitica, Estatistica e diversos capitulos dos ensinos bdsico e secundario. A Figura
1 apresenta parte de um livro interativo de Andlise Matemdatica com uma applet
do GeoGebra embutida.

T Tntroducdo as fungdes vetoriais 2.2. Integrais de linha

1.1. Curvas Parametrizadas 2.2.1 Integrais de linha em campos escalares

1.2. Eliminacdo do pardmetro

A applet seguinte ilustra o significado geométrico do integral de linha sobre uma curva
1.3. Limite e continuidade

quando f(x,y) = 0 = (. Se arrastar com o botdo esquerdo do rato, o seletor relativo ao ¢ pode
1.4. Derivadas e primitivas

observar a formacao da area compreendida entre a curva C e o grafico da funcdo definida
1.5. Reta tangente

por z=f{x,y) restrita a C . A medida desta area ¢ igual ao integral de linha.
1.6. Comprimento de arco

@)|

1.7. Mudanca de pardmetro

2. Campos vetoriais

2.1. Campos gradientes e campos

[w Mostrar grafico de f

2.2. Integrais de linha t=-0.5

2.2.1 Integrais de linha em
campos escalares

2.2.2 Integrais de linha em campo
vetoriais

2.3. Teorema fundamental para
integrais de linha

Figura 1: Livro interativo de fungdes vetoriais
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Os exercicios de treino e avaliacdo do MITO incluem vdrios tipos de exercicios.
Reconhecemos particular interesse nos exercicios que associam o CAS com
applets do GeoGebra e videos tutoriais que passamos a descrever. O estudante é
confrontado comum problema dependente de pardmetros aleatdrios gerados pelo
CAS e com uma applet. O unico modo de obter a resposta correta para infroduzir
num campo de resposta é através de uma interacdo cuidada com a applet. O
video tutorial pretende dar apoio na compreensdo da applet ou complementar a
aprendizagem. Na Figura 2 apresentamos um exemplo de um exercicio deste tipo.

Exercicio:

Pretendem-se construir embalagens metalicas para acondicionar um 6leo, com a forma de paralelepipedo em que a base tem
comprimento duplo da largura. Pretende-se ainda que tenham um volume de 0.65 dn’.

Na applet seguinte pode arrastar os seletores relativos a largura x e ao volume de modo a fazer variar as figuras e observar que

para um volume fixo € possivel ter embalagens com areas diferentes.

@

[

g
!

xr = 0.43096
Volume = 0.7
kil
Area = 5.61577 dm? MITOA

a) Exprima /2 em fungdo de x. Resposta: h=

b) Com objetivo de minimizar o custo de producdo das embalagens, pretende-se que tenham a menor area possivel. Indique,
recorrendo a applet, uma aproximacdo para o valor de x (arredondado as milésimas) que permite construir a embalagem com
area minima.
Resposta: x=

c) Indique o valor exato de x para o qual a area é minima.

Resposta: x=

Nota: pode obter no video (clicar) algum apoio na resolucéo do exercicio e informagdes complementares.

Figura 2: Pergunta de inferacdo com applet do MITO
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Pensamos que este tipo de exercicios promove a aprendizagem e permite ao
estudante construir e organizar o seu proprio conhecimento, de forma cada vez
mais elaborada. No ensino presencial as applets podem ser Uteis para explicar
conceitos tedricos (ver Figura 3), exemplificar um algoritmo ou um teorema (Figuras
3 e 4), mostrar a importdncia das condicdes suficientes e/ou necessarias de um
teorema (Figura 4) ou facilitar a prova de um teorema. Os videos complementam
a informacdo contida nos livros interativos através da explicacdo de conceitos
tedricos, das applets ou de exercicios resolvidos. No estudo autdbnomo do estudante
estas ferramentas sdo de extrema importéncia para a promocdo da aprendizagem
autdbnoma e para o ajudar a esclarecer duvidas. De seguida apresentamos alguns
exemplos de utilizacdo de applets na unidade curricular de Andlise Numérica.

Na Andlise Numérica sdo desenvolvidos métodos numeéricos para a aproximacdo
de problemas cuja solucdo analitica ndo existe ou € muito dificil de determinar. Por
exemplo, para a determinacdo das solucoes de equacdes do tipo f(x)=0 existem
diversos métodos numéricos para resolver o problema: bisseccdo, corda falsa, ponto
fixo, secante e Newton-Raphson. A Figura 3 apresenta uma applet interativa que
mostra o funcionamento do método da bisseccdo para uma funcdo e um intervalo
escolhidos pelo utilizador. Nesta applet fez-se a associacdo da folha grafica do
GeoGebra com a folha numérica para apresentar os cdlculos de cada iteracdo
numa tabela. Mudando a funcdo ou o intervalo, a tabela, assim como as iteracoes,
sdo atualizadas automaticamente. Deste modo, o utilizador pode experimentar
diversas funcoes e intervalos para compreender o método da bissecdo.
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T. Introducao 4. Método da bisseccao

2. Métodos iterativos 4.3. Para testar

2.1. Critérios de paragem dos . . . .
métodos iterativos Nesta applet pode modificar a fungdo f, introduzindo no campo relativo a f{x) a
3. Localizacio das raizes expressdo analitica da fungdo f. Pode depois introduzir o intervalo [@,b] onde pretende

31 Exemnlo 1 - Método ardfic aplicar o método da bissecgdo e arrastar o seletor das iteragdes para ver as iteracdes

. do método da bissec¢do. Note que a raiz deve existir e ser Gnica no intervalo [a,b].
3.2. Exemplo 2 - Método analitico

4. Método da bissecgdo € = C [} mioipei v php?id= 1471 % &
4 W&o da tissecgao a
41, Exemplo B = 1
4.1. Exemplo 42 Sanvergénciae e 5 Método da bissecgio g
ebsolutd Introduza a funcdo f:
4.2. Convergéncia e erro absoluto o 4 h=[23
£ Wédods cordafelsa () = |-cosfa)+ 1/2x-2
51 Bxemplo a+b. 243 5
52 Conergénc 0= =——=2
4.3. Para testar i A eointervalo [a,b]: 3 2 2
53 Paratestar X
» 3 Como f(2) x f(2.5) = —0.0298503617 < 0
. € Néodo da secarts a=1 b=3 . o ’
5. Método da corda falsa S Eunmly ¢ I: E R . .
52 Cenveigénciaeeiro entdio I, = [2.2.5] contém a raiz.
5 1 Exem 10 zbsoluty
P p 6.3 Paratestar il
7. Ponta fixo de uma ‘ungo
5.2. Convergéncia e erro absoluto S L
82 Cenvergéndiaeerro
zhsoluty
5.3. Para testar o NP
84 Bemplo2
85 Bemplo3
6. Método da secante £3.Eamolo#
8.7 Paratestar 3|
€. Méodo de Newton-
6.1. Exemplo R b e i v
91 Bxemplo 1
.. 9.2 Cenvergénia ¢ ero = 3 o~ @~
6.2. Convergéncia e erro absoluto zbsoliy AN/ |BE 3| = |0 — el
HiConiid K| aw | oaen b |tk | gen | R(K) | Y
6.3. Para testar 10, Osseriagdes fnais 0 1 2 3 -20403023059 | -0 0
1 2 25 3 05838531835 | 00511438155 | 04809924965
7. Ponto fixo de uma funcéo
|

8. Método do ponto fixo

8.1. Exemplo 1 Iniciar
8.2. Convergéncia e erro absoluto
8.3 Para testar

8.4. Exemplo 2

8.5. Exemplo 3

8.6. Exemplo 4

8.7. Para testar

9. Método de Newton-Raphson
9.1. Exemplo 1

9.2. Convergéncia e erro absoluto
9.3. Exemplo 2

9.4. Para testar

10. Observacdes finais

Figura 3: Método da bisseccdo (Livro Interativo de Equacdes Ndo Lineares).
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Como segundo exemplo mostramos a associacdo de duas folhas graficas do
GeoGebra para estudar as duas condicdes de convergéncia do método do ponto
fixo relativas a funcdo iteradora g. Para determinar um intervalo de convergéncia
do método do ponto fixo tém de se verificar duas condicoes:

g(a,b) cla,b] e |g'(x) <], Vxe[a,b]

A utilizacdo de duas folhas grdficas permite verificar simultaneamente as duas
condicoes. Além disso, nesta applet o utilizador pode experimentar diferentes
valores do infervalo [a,b] para concluir sobre a convergéncia/divergéncia do
meétodo do ponto fixo. A applet verifica se as condicdes em cima se verificam e dd
uma resposta (Sim ou Ndo).

CIDTFF - Indagatio Didactica - Universidade de Aveiro 26
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1. Introducdo
2. Métodos iterativos

2.1. Critérios de paragem dos métodos
iterativos

3. Localizacdo das raizes
3.1. Exemplo 1 - Método grafico

3.2. Exemplo 2 - Método analitico

4. Método da bisseccdo
4.1. Exemplo
4.2. Convergéncia e erro absoluto

4.3. Para testar

5. Método da corda falsa

5.1. Exemplo

5.2. Convergéncia e erro absoluto
5.3. Para testar

6. Método da secante

6.1. Exemplo

6.2. Convergéncia e erro absoluto

6.3. Para testar

7. Ponto fixo de uma funcéo

. Mé nto fix
8.1. Exemplo 1
.2. Convergénci rr |

8.3 Para testar
8.4. Exemplo 2
8.5. Exemplo 3
8.6. Exemplo 3

.7. Par: r

9. Método de Newton-Raphson
9.1. Exemplo 1

9.2. Convergéncia e erro absoluto
9.3. Exemplo 2

9.4. Para testar

10. Observacdes finais

8. Método do ponto fixo
8.3. Para testar

Nesta applet pode estudar graficamente as condi¢des de convergéncia do método do
ponto fixo. Para tal modifique a fungdo iteradora g e o intervalo [@,b] nos respetivos
campos de entrada e depois observe se as condigdes suficientes de convergéncia do
método do ponto fixo se verificam, nomeadamente

glla,pllcla,bl e —1=<g'(x) =1, WV x € [a, b].

A esquerda esta o grafico da fungio g e a direita estd o grafico de g, a derivada de
g. Conclua se o método do ponto fixo ¢ convergente ou divergente. No caso de ser
convergente ajuste o intervalo [a,b] de modo a garantir as duas condicdes suficientes
de convergéncia.

[ S8l ) Wrsss 8
i Fibero Edter Ver Favoritos Ferramentas  Ajica
P G [t . [ ——— B0 ek A
e mavortos |5 < | g@itondosontsFerera- .| ) MITOM: Lo tmatva . fi- B O @ - picrr Secowazy Ferammtse @+
5 Wetodo casecants e 7 6 g L
62 Corvergénciaeito g(a)=sartix® +2) - x
absali 5
7. Ponto fxo de umafurgio Mova o seletor
8.Método co ponto o . 4 X
81 Bemplo 1 i %
82 Corvergéncia e erro
absolity 7 3 a=1 b=2
83 Para testar ,
84 BeTplo2 w &
stpemos Y2 N, jo____ P 2
€ Bempios 7
87.Paratestar S
9. Métoda ce Newton- 4 B T =
Raphscn H™ y=1 3
9.1 Bemplo 1 |
92 Corvergénciz e erro 0, 0

absolity
92 Bempio2
94 Para estar

10. Obsenvages fnais

. i N No intervalo [a,b]
7 3| g(ab]) € lab]? S-1<g@) <1?

& Iniciar

Figura 4: Estudo das condicdes de convergéncia do metodo iterafivo do ponto fixo.

Na Figura 5 mostramos um exemplo de uma pergunta de andlise numérica no
topico da integracdo numérica em que a applet depende de pardmetros
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aleatdrios. Deste modo, o estudante pode treinar um nUmero elevado de versoes
da pergunta em que a applet apresentada e a resposta pretendida variam com os
pardmetros. Para determinar a resposta do exercicio, ou seja, o cdlculo do integrall
usando a regra de Simpson adaptativa, o estudante tem obrigatoriamente que
inferagir com a applet, fazendo a inferpolacdo de cada trés nds consecutivos,
calculando o respetivo integral parcial e no final a soma dos integrais parciais.
Quando o estudante pede a resolucdo é-lhe apresentada a resolucdo com a

julho 2013

applet correspondente aos pardmetros da pergunta.

Exercicio:

7.1

applet seguinte.

N

Flcheire Editar Wisla Op¢les Feramenas Ajuda

Considers o integral [T(_?c)dx onde a fungho Té conhecida nos pontos 4, B, C D E, F e Geomo mostra a
L8

k|

A, J'i * ;‘ "l:"v‘i '\li‘
L |||| ) '--||"-"-|-‘.:"“

o

[

T2

1050

Fungéa

s f{x) = 1033+ — 4.
Fdrmere

s as.0813

Ponta

& = (1,059, 0.353)
B = (1066, 0.762)
4 € =(3.135, 0.35)

4 D= (4201, 1.028)
+ B = (5007, 0.578)
+ F = [6.046, -0.082)
s G = (7122, -3197)

Enlrada:
11

19

Resposta: [ T(x)dx=

encontra no canto inferior da applet. no campo de entrada.

Determine o valer do integral [T(x)ci‘c vsando a regra de Simpson adaptativa. Nete que os nos nio sio

igualments distanciades pelo que ndo pode aplicar a regra de Simpson composta dada na aula tedrica. Tera de
aproximar o integral usando a gupler. Conforme ilustrado na gpplet tem de fzer a interpolagio em cada trés nos
consecutives £ o calculo do respetivo integral. Na folha algébnca clique em ffx) & em & para ver como fod feita a
interpolagio e o edlenlo do primeiro integral parcial. Repita o procedimento infrodizindo cada codigo no campo
de entrada que se enconfra na parte inferior da applef. Se necesatar de ajuda onfine clique ne bofie que 32

ISSN: 1647-3582
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@ hfx) = 0,205 x" o

=1

+ Nimar | ; E
o Integral = -1.541 ,fh--om:m
* aw-0.813 - =

s ba1es » N '
# £ =2 068

- Panto

s A= (1089, 0.353) -2 i
+ B = (2,066, 0.767) f Tir) e 2 1541,
# Cm (3135035 LA

3 D= (4201, 1.028)

'+ E=[5.08T, 0.5TR} -4

G A R ARAL jul

[Ewaia] To

Figura 5: Pergunta de intferacdo com applet do MITO em Integracdo numérica.

Conclusoes

A associacdo do GeoGebra com outros recursos interativos e multimédia pode
contribuir para a criacdo de um ambiente de aprendizagem aprazivel e envolvente,
capaz de permitir ao estudante/utilizador formular e testar hipdteses, refletir
sobre os seus conhecimentos e construir novos conhecimentos. Este ambiente de
aprendizagem facilita o desenvolvimento de um processo de aprendizagem ativo
e participativo, com caracteristicas colaborativas, construtivistas e fortemente

CIDTFF - Indagatio Didactica - Universidade de Aveiro
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contextualizado. Estamos certos que haverd nos proximos tempos um acentuado
desenvolvimento do GeoGebra e dasferramentas dasTIC e um aumento significativo
do seu peso no ensino da Matemdatica. Terminamos com duas questdes que
preocupam muitos professores e que sdo amplamente discutidas a nivel mundial:

e Poderd o papel do professor no ensino da Matemdatica ficar
comprometido com esta evolucdo tecnoldgica?

* Poderd um ambiente virtual de aprendizagem constituido por recursos
inferativos e multimédia e desenhado no formato de aulas multimédia
semelhantes as que atualmente sdo ministradas presencialmente substituir o
ensino presencial?
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