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Resumo

O presente trabalho aborda uma perspectiva de ensino para a regra de L'Hépital. A relev@ncia de
suadiscussdo se evidencia, namedidaem que, areferidaregra possuilugarinvariante, tanto na teoria
da variavel real, bem como na teoria da variavel complexa. Por outro lado, com origem num olhar
investigativo que se apoia na Engenharia Didatica e na metodologia de ensino conhecida como
Teoria das Situacdes Diddticas, o manuscrito apresenta uma énfase nas duas etapas preliminares
(andlises preliminares e andlise a priori). Desse modo, busca acentuar um trato diddtico que aponta
certos elementos atinentes a visualizacdo. Por fim, a identificacdo dos elementos de transicdio e de
elementos de ruptura, no contexto da Transicdo Complexa do Cdlculo - TCC, poderdo contribuir
na obtencdo de maiores conhecimentos diddtico-metodolégicos sobre a mesma, no contexto
académico.

Palavras-chave: Regra de L'Hépital; Transicdo Complexa do Cdlculo, Engenharia Diddtica,
Visualizacdo.

Abstract

This paper discusses an educational perspective about the L'Hbpital rule. The relevance of their
discussion become evident, in despite of their invariant place, both in the real variable functions’
theory and the complex variable functions” theory. On the other hand, originated in an investigative
perception that relies on the Didactical Engineering and the methodology known as Theory of
Didactical Situations, the manuscript shows an emphasis on the two preliminary stages (preliminary
and a priori analysis). In this way, seeking emphasize a didactical style that accentuates some
elements related with the visualization. Finally, the idenfification of the fransition and rupture elements
in the contfext of Transition Complex Calculus — TCC may help in achieving a higher educational and
methodological knowledge about the rule in the academic confext.

Key-words: L'H6pital rule, Complex Calculus Transition, Didactical Engineering, Visualization.
Resumée

Cet article discute d'un point de vue pédagogique sur la regle L'Hopital. La pertinence de leur
discussion deviennent évidents, en dépit de leur lieu invariant, aussi bien dans la théorie des
fonctions de variables reéle et des fonction des variables complexes. D'autre part, originaire
dans une perception de recherche qui repose sur I'lngénierie Didactique et une méthodologie
pour I'enseignement, connue comme la Théorie des Situations Didactiques, le manuscrit montre
I'accent sur les deux étapes préliminaires (analyses préliminaires et une analyse a priori). De cette
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facon, cherche un trat didactique que met I'accent certains éléments liés a la visualisation. Enfin,
I'identification des éléments de transition et de rupture dans le contexte dans la Transition Complexe
de Calcul - TCC peut aider dans la obtention des connaissances pédagogiques et méthodologique
liée avec de larégle dans le contexte académique.

Mots-clés: Régle de L"Hopital, Transition Complexe de Calcul, L'Engénierie Didactiques, Visualisation.

Infrodugao

Indubitavelmente, o processo matemdtico de passagem do estudo de funcdes na varidvel real
transi¢do

para a varidvel complexa que, de modo simbdlico, indicamos por x =x+i0 = z=x+1iy, pode

proporcionar uma série de mudancas conceituais e formais. Todavia, num considerdvel intervalo

de tempo na universidade, em que os estudantes sdo submetidos co ensino compulsério de certos

assuntos, uma mediacdo diddtica que demonstre/acentue de modo pormenorizado a natureza

das mudancas conceituais e operacionais, bem como outras que, quando lidamos com funcoes

dotipo y = f(x) ou w= f(z)=1f(x+1y), se mostra imprescindivel.

No Brasil, temos registado investigacdes académicas que se detém no processo de Transicdo Interna
do Cdlculo — TINC (Alves, 2011; 2012; 2014a) que, grosso modo, se referem ao periodo de estudos
da teoria das funcdes em uma varidvel real, até aos contetdos envolvendo funcdes de vdrias
varidveis. Ademais, encontramos também profunda preocupacdo com problemas deparados
pelos aprendizes na transicdo da varidvel real para a varidvel complexa, relatado na literatura
cientifica do mesmo pais como Transicdo Complexa do Cdiculo — TCC (Alves, 2014b; 2014d; 2015;
2016).

Ora, tanto no caso da TINC, bem como no caso da TCC, percebemos o interesse na identificacdo
de elementos de ordem histérica, de ordem epistemoldgica, de ordem diddtico-metodoldgica,
que afuam no sentido de dificultar ou retardar o entendimento dos estudantes, a despeito
do aprendizado/entendimento de certos conteldos matemdticos especificos. Por outro lado,
registamos também a proposicdio de uma mediagdo para o ensino e pontos de vista diferenciados,
que podem incidir positivamente em ambos processos de transicdo, no contexto da academia.

De modo resumido, os elementos que proporcionam uma evolucdo satisfatéria, tanto ao professor,
COomMo No caso para os estudantes, sdo nominados elementos de transicdo, enquanto que, fatores que
atuam no sentfido de comprometer uma evolucdo significativa dos estudantes, bem como dificultar
a proposicdo de mediacdes de ensino (fransposicdes diddticas) eficientes, sGo nominados como
elementos de ruptura. E, do ponto de vista histérico e epistemoldgico, nas seccdes subsequentes,
manifestamos um interesse particular pela regra de L'Hopital.

Nesse sentido, a partir de uma adequada demarcacdo de nosso terreno epistemoldgico de
consideracdo, evidenciaremos que tal regra constitui um elemento epistemoldgico de ruptura,
mas, com o auxilio do software GeoGebra, vislumbraremos uma possibilidade para a sua mediacdo
gue nos permitird a proposicdo de elementos metodoldgicos de fransicdo no &mbito da TCC (Alves,
2016).
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Ademais, na medida em que delinearmos um determinado entrave ou problema alcancamos,
como previsto pelos tedricos da Diddtica da Matemdtica, o estdgio preliminar e inicial de uma
Engenharia Diddtica —ED (Douady, 2008). Assim, uma discussdo e incursdo investigativa apoiada nos
pressupostos da ED devem nos garantir a obtencdo de conhecimentos metodoldgico (cientificos) e
sistemdticos d respeito da regra de L'Hopital.

Sobre a nogdo de derivada no contexto da Transicdo Complexa do Cdlculo - TCC

De modo invariante, deparamos nos compéndios especializados de Cdlculo, um expediente que
se apoia num apelo mnemonico de imagens, com o intuito de fornecer um significado geométrico
para a no¢do da derivada de uma funcdo, num ponto. Ora, de modo standard, conhecemos

. . x)— f(x .. A _—
a seguinte notacao f'(xo) = 11mM que, na condicdo de existéncia do limite, pode
ser agregado, ainda, ao signifittido de ¥alor numérico da declive de uma reta, descrita por

(y—=y»,) = f'(x)(x—X,) . Por outro lado quando lidamos com fungdes na varidvel complexa, ndo
somos mais autorizados na discussdo do mesmo modelo explicativo, de cunho grdfico-geométrico,
como conhecido, no ambito da varidvel real. Com efeito, mudancas drdsticas, no contexto que
indicamos hd pouco sdo acentuadas, sumariamente, por Lins Neto (1996, p. 59):

"Geometricamente, esta transformacdo linear corresponde a primeiramente gira o vetor w de

um éngulo @ , em torno da origem, e em seguida multiplicar o resultdo por p >0 . Porestarazéo,

podemos dizer que Df(ZO) corresponde & composta de uma rotacdo com uma homotetia.”

O excerto anterior expressa outra possivel interpretacdo (I6gico-formal) da derivada de uma funcdo.
Outrossim, o comentdrio anterior diz respeito a uma perspectiva moderna e estrutural (Choquet,
1963) para a nocdo de derivada na varidvel complexa. Por outro lado, ndo podemos prescindir
de um entendimento da evolucdo histérica (Bottazzini & Gray, 2013) e génese sobre a nocdo de
derivada, tanto na varidvel real, como no contexto da teoria das funcdes na varidvel complexa.

Nesse sentido, Stahl (1999, p. 159) recorda que o procedimento de identificacdo de mdaximos e
minimos, usado por P. Fermat, apresentava muita semelhanca ao que hoje efetuamos na moderna
diferenciacdo atual. E, “um método semelhante foi empregado por Fermat, em 1637, com o
propdsito da construcdo de tangentes relativamente a determinadas curvas dadas [...]. Decartes
desenvolveu técnicas semelhantes na mesma época”. Pouco mais adiante, Stahl comenta que

Ay .,

— = X
tfanto a equacdo Ax Al ), bem como Ay = f'(x)Ax, admitem uma profusdo de aplicagdes,
embora baseadas em pressupostos relativamente dibios ou pouco precisos. Nesse sentido, vemos
a figura 1, que transmite a ideia do Teorema do Valor Médio, fato que proporcionou o acréscimo

de rigor ao conceito de derivacdo.
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Figura 1. Stahl (1999, p. 179) comenta que o Teorema do Valor intermedidrio constituiu tentativa de
infroducdo de rigor matemdtico.

Stahl (1999, p. 179 — 180) comenta que "o Teorema do Valor Médio proporciona um caminho formal

para uma aproximacdo largamente usada no Cdlculo. Nomeadamente, a equacdo &D f'(%)
". O autor acentua seu papel no sentido de proporcionar o rigor ensejado por varios mé¥ematicos
para determinadas afirmacdes intuitivas, produzidas e empregadas sem ulteriores justificativas. Por
outro lado, podemos consultar uma abordagem hodierna, relativa & nocdo de derivabilidade.
Nesse sentido, Lima (2010, p. 261) retrata um esclarecimento formal, ao comentar que

A expressGo f'(a)-h, que fornece uma boa aproximacdo para o acréscimo f(a+h)— f(a)
quando h é pequeno, é chamada a diferencial de f no ponto a. Observe que a diferencial é

uma funcdo de h (e do ponto a). Escreve-se, as vezes, df (a) = f'(a)-h.

Agora, com origem nas consideracoes que perspectivam o momento do nascedouro das ideias do
Cdlculo, com um apelo eminetemente intuitivo, passando por um momento da sistematizacdo das
teorias das funcdes na varidvel real e, evoluindo, em seu Ultimo estdgio, para a teoria das funcdes
na varidvel complexa, de que maneira adquirimos um entendimento satisfatério sobre o significado

. - . z)— f(z . . ~
da seguinte notacdo f'(z,) = 11mM2 Para enriquecer nossa discussdo, recorremos ao
pensamento diferenciado de N&edhé&mz(2000), no sentido de comparar/diferenciar o caso da
derivada na varidvel real com a derivada no caso da varidvel complexa.

Resumidamente, quando apontamos ao apelo mnemédnico (geométrico) expresso por Needham
(2000, p. 195), relativamente ao simbolo df (a) = f'(a)-h, vemos que, para cada vetor dx, fazemos

corresponder um outro vetor, que denotaremos por df = f'dx, segundo o sistema notacional
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empregado na figura 2 por Needham (2000).

rotate T
dx f
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Figura 2. Needham (2000, p. 195) sugere a interpretacdo geométrica e visualizacdo para a nocdo de
derivada de uma funcdo na varidvel real

Agora, estamos em condicdes aceitdveis para um melhor entendimento do pensamento de Lins
Neto (1996, p. 59), com o confraponto atual estabelecido por Needham (2000, p. 195). De modo

prosaico, a transformacdo linear correspondente a derivada, no caso real, ao tomar um vetor dx
, gira-o de um angulo 0° ou 180° e, em seguida, multiplica-o pelo vetor f', cujo comprimento é

dado/determinado por | f'|. Assim, podemos interpretar df (x,) = f'(X,) - dx de modo semelhante
ao caso, complexo, apesar de que, o primeiro consiste em um caso realmente particular!

Figura 3. Needham (2000, p. 195) sugere a interpretacdo geométrica e visualizacdo para a nocdo de
derivada de uma funcdo na varidvel complexa

Com efeito, com origem nas figuras 2, 3 e 4, Needham explica, que no caso da varidvel complexa,
deparamos uma operacdo mais geral entre vetores ou, niUmeros complexos, que envolvem
aumentar e rotacionar. Nesse sentido, Needham (2000, p. 196) assinala que “para obtermos o efeito

correto, o comprimento | f(z)| deve ser o fator de magnificacdo (homotetia), e o argumento

de f'(z) = f'(x+iy) deve ser o dngulo de rotacdo”. Desse modo, em consondncia com o estilo
ortodoxo de Lins Neto (1996, p. 59), que indicamos nos pardgrafos anteriores, confrontaremos com
um expediente que busca promover o papel da visualizacdo para o entendimento heurisitico
(Krantz, 1990) da nocdo de derivada, no contexto das funcdes da varidvel complexa (ver quadro
resumido da transicdo na figura 4).
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Figura 4. Quadro resumido comparativo que envolve a Transicdo Complexa do Cdlculo - TCC, no caso da
derivada

Para concluir a seccdo atual, desde que nosso interesse maior gira em torno da regra de
L'Hopital, a partir das consideracdes passadas, nossa discussdo ficaria comprometida na
condicdo em que desconsiderdssemos, de per si, a no¢cdo derivada de uma funcdo requerida
para seu uso. Com efeito, sob conhecidas premissas consistentes, podemos escrever

()= £x)
fO)=fl) Vies _

[ (xg)=0
limM = lim

= li
XX, g(x) g(x9)=0 x>x, g(x) — g(xo) XX, g(X) - g(x(%
X=X,

m O
B 1img(x)‘g(x<% S g'(x).
X=X,

X—)XO

Por outro lado, por intermédio de uma simples substituicdo notocional, vemos ainda, no caso da
varidvel complexa, que

S @)= f(zy) - f(2)-f(zy)
li f(2) f(zi)zo : f(Z)_f(Zo)FZ_OiO . %_Zo _ ZILH; %_ Zy _ f'(Zo)

m~——~ = |lim———— = [|lim = =
= g(2) w00 g(2)-g(z)) | 8 (Z)_g(zy lim g(Z)_g(Zy gl
z— ZO z— ZO

Z—)ZO

Ndo obstante, com o auxilio de uma andlise cautelosa, asseguramos que algumas exigéncias ou
propriedades, num contexto de tarefas propostas aos estudantes, envolvendo o uso da regra de
L'Hopital, se mostram semelhantes, ao passo que, outras propriedades (ou regras operacionais),
necessdrias para seu entendimento satisfatério, no caso da varidvel complexa, se apresentam
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radicalmente modificadas/alteradas. Isso posto, tendo em vista uma discussdo que proporcione
o acréscimo de conhecimentos diddtico-metodoldgicos sobre tal regra, na seccdo subsequente,
abordaremos alguns elementos que consideramos essenciais, respeitando os limites impostos por
um artigo académico. Sugerimos, assim, ao leitor consultar alguns pormenores e detalhes sobre a
Engenharia Diddtica em extensa literatura divulgada no Brasil, bem como no Exterior (Artigue, 1984;
1990; 1995; Brousseau, 1998; Doady, 1995a; 1995b; Laborde, 1997).

Engenharia Diddtica - ED

Douady (1993, p. 3) assinala que “todo o frabalho de construcdo, andlise e previsdo, repousa
sobre um questionamento diddatico”. Ora, na seccdo anterior, produzimos tal questionamento. E,
antes de prosseguirmos, cabe assinalar que ndo temos a pretensdo aqui em responder (confirmar
ou refutar) um questionamento diddtico particular, como assim ponderdo os autores Almouloud
& Coutinho (2008, p. 64), por intermédio de uma via empirica, a qualquer eventual questdo de
ordem investigativa. Enfretanto, formulamos o seguinte questionamento: como descrever situacoes
de ensino, relacionadas com a regra de L'Hépital, de maneira que a visualizacdo ocupe funcdo
privilegiada, tfendo como enfase seu ensino?

Como assinalamos na infroducdo desse escrito, do ponto de vista do design de investigacdo
adotado, assumimos a sistemdtica prevista pela Engenharia Diddtica. Oriundo de uma vasta
fradicdo académica (Margolinas, 2005), sabemos que a concepcdo de pesquisa em Engenharia
Diddtica compara a forma de trabalho diddtico do professor com a maneira de trabalho do
engenheiro que, para readlizar projetos, se apoia sobre conhecimentos cientificos de seu dominio
(Artigue, 1995, p. 243; Douady, 1995b).

Ademais, do ponto de vista do seu surgimento, evolucdo e constituicdo como vertente de estudos
cientificos, sabemos que nos seus primérdios, o descontentamento diante de um sistema de
ensino condicionado pelos cdnones apregoados pela corrente Bourbaki (Margolinas & Drijveers,
2015; Margolinas, 2005; 2015; Rogailski, 1990) estimulou uma aglutinacdo de estudiosos, com forte
preocupacdo com o bindmio ensino — aprendizagem. Dessa forma, num intervalo de duas décadas
(anos 70 e 80), deparamos uma intensa producdo de trabalhos (Douady, 1995a; 1995b; Robinet,
1984), balizados por determinados quadros e perspectivas tedricas que culminaram o alcance de
um status de metodologia de pesquisa, com um amadurecimento inquestiondvel na década de 90
(Brousseau, 1986a; 1986b; 2004).

E, no que concerne aos momentos ou fases da investigacdo, distinguimos: as andlises preliminares,
andlises a priori, a etapa da experimentacdo e intfroducdo ao movimento de todo o aparato
metodoldgico construido, validacdo e andlises a posteriori (Arslan, 2005). Por outro lado, restringir-nos-
emos aos primeiros dois momentos previstos por Artigue (1995), qual sejam, as andlises preliminares
e andlise a priori.
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Andlises preliminares

Na seccdo anterior, identificamos um problema de ensino relacionado com a intencdo diddatica
de uma mediacdo para regra de L'Hopital. Com base e amparo da sistemdtica indicada pela
ED, formularemos uma hipdtese, que detém a possibilidade de ser investigada, eventualmente,
de modo empirico, a saber: A tecnologia proporciona a mobilizacdo de um conhecimento que
extrapola os limites formais do modelo matemdatico envolvido na aplicacdo da regra de L'Hospita.

Poroutrolado, doiselementos devemserevidenciadosna presente etapa, de acordo com Aimouloud
(2007, p. 172), asaber: (i) estudo da organizacdo matemdatica e o ensino atual; (ii) andlise didatica do
objeto matemdtico escolhido. No que concerne ao item (i), se mostra caracteristico em uma ED, sua
andlise matemdtico-epistemoldgica o que, envolve uma apreciacdo da forma de sua abordagem
nos compéndios especializados (Cartin, 1995; Cecilia & Bernadez, 2008; Conway, 1978; Krantz, 1990;
2007; 2008; Lebl, 2011; Lins Neto, 1996), bem como estudos sobre seu ensino (Breda; Trocado &
Santos, 2013; Braden, 1985; Chavez, 2014; Krantz, 1990). Nesse sentido, levando em consideracdo as

) X '(x,
hipdteses necessdrias, obtivemos que hm& :M

; . Tal quociente, permite ao solucionador
=5 g(x)  g'(x)

. . . . Too . 0 .
de problemas, se livrar de formas indeterminadas, tais como: _|_—,Oi ,(ioo) ,0.(ioo) . Ademais, do
(0.0]

1
S '(x))
. s . ] . 1
ponto de vista geométrico, como comentamos no inicio, o quociente g'(X,) representa a taxa

entre duas declives de retas tangentes, aos graficos respectivos das fungdes f(x) e g(x), no ponto

X =X, (Little; Teo & Brunt, 2015, p. 288)
Por outro lado, quando ensejamos lidar com a passagem para a varidvel complexa, costumamos

: . f(2) _ [(z) - " .
lidar com hm——'—. Isso posto, que significado geométrico poderemos fazer aderir ao
=0 g(z)  g'(zy)

S'(z,)

. . . . ' . . ~
ultimo quociente indicado por & (z)) , uma vez que, pelo que vimos, o processo de derivacdo,
nesse caso, envolve uma generalizagcdo (Lins Neto, 1996, p. 59) do processo na varidvel real?

Ressalvamos, ainda que, em conson@dncia com o sistema notacional empregado,
temos a possibiidade de acentuar um significado geométrico relacionado com a regra

de L'Hoépital. De fato, quando temos a funcdo f(z)=u(x,y)+iv(x,y), a sua matriz
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Ou Ou
—(ny) —(x))
Xy
J(x,y): 2 2 2 2
jacobiana  serd @(xy) @(xy)‘ No caso de f(z)=z =(x+iy) =(x"-y")+2xyi, teremos
X
2x -2 2 ) -2 0
J(x,y)= i B J(pcos(0), psen(0)) = peos(?) psen(t) . Ora, poderemos, pois,
2y 2x 2psen(d) 2pcos(6)
[005(0) —sen(é’)]
J= 2p -
escrever: nomoreria \ sen(d)  cos(8) ).

ROTACAO

Entretanto, a exploracdo matricial se mostra evidenciada por poucos autores (Soares, 2014).

Agora, estamos em condicdes de estabelecer um pensamento comparativo, no que concerne

) Sz _ S Kot iy,)

aos seguintes quocientes: (a) & '(%0) (b) & (z,) g'(Xy+1Y,) . Como vimos, ambos possuem
uma funcdo fundamental no papel de determinar o valor correspondente, quando fazemos uso da
regra de L'Hopital. Assim, quando nos atemos ao item (a), podemos interpretd-lo como o quociente

entre duas taxas de variagdo, correspondentes as fungdes f e g, na varidvel real. Ou ainda, como

uma operacdo de divisdo entre os vetores f'(x,) e g'(x,). no espaco unidimensional IR .

Por outro lado, no caso do item (b), podemos concebé-lo como um quociente entre dois vetores,

desde que g'(z,) # 0+10. Admite ainda a interpretacao sugerida por Needham (2000, p. 198), do

' U i| arg| f'(z)
tipo S (z) =|f (Z°)|-e( [g'(z")D = (homotetia)-e
g'z) |g'z)|

Para concluir, acentuamos o ponto de vista de Needham (2000, p. 194), segundo o qual, a passagem
do trato das funcdes na varidvel real para a varidvel complexa pode proporcionar uma serie de
enfraves e/ou dificuldades, quando o mesmo observar que:

i(rotagdo)
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“No cdlculo real ordindrio, nds temos um potente meio de visualizacdo da derivada ' de uma
fungcGo f definida de IR para IR, nomeadamente, como a declive de uma reta sobre o grdfico de

y = f(x). Infelzmente, devido a nossa falta de imaginacdo relativamente & quarta dimensdo,
nds ndo podemos desenhar o grdfico de uma funcdo na varidvel complexa e, assim, ndo podemos
generalizar esta concepcdo particular de derivada por intermédio de um caminho ébvio”

Agora, antes de passarmos para a seccdo subsequente, acentuamos que a diversidade de
perspectivas, como algumas que acabamos de apontar, podem produzirmodificacdes e alteracoes
da funcdo do professor (Brousseau, 1988; 1986).

Andlise a priori

Para efeito de maior sistematizacdo, assumiremos que uma situacdo-problema envolve “a escolha
de questdes abertas e/ou fechadas numa situacdo matematizada ou menos matematizada,
vinculada a um campo de problemas colocados em um ou vdrios dominio de saber.” (Almouloud,
2007, p.174).Vale observar que, no campo de saberesreferenciados por Aimouloud (2007), é possivel,
tendo em vista o nivel elementar da Matemdtica, considerar situacdoes “menos matematizadas”.
Entretanto, no nosso caso, o modelo matemdtico condiciona, fortemente, todas as estratégias,
acodes e decisdes dos aprendizes. Essa varidvel diddtica é prevista, de modo geral, por Brousseau
(1986, p. 412).

Por isso, as varidveis micro-diddticas que apontaremos (responsdveis por uma andlise local na
experimentacdo), sdo correlatas ao que Brousseau (1986) nominada de situacdo-diddtica. Além
disso, nas situacoes que buscamos apresentar, desejamos que “elas permitam adaptacdes dos
alunos, na medida em que tomam decisdes e as modificam” (Brousseau, 1986, p. 440). Isso posto,
na primeira situacdo, abordamos o caso de limite na varidvel real.

In(1 + sen(x)?)

Situacdo problema I: Decidir a existéncia do seguinte limite lim >

x—? 2x

Comentdrios: Diferentemente dos compéndios de Cdlculo, a construcdo dindmica abaixo na
figura 5, constitui marco inicial para a discussdo e debate entre os alunos. Em sua tese, Brousseau
(1986b, p. 297) lembra que a acepcdo moderna de ensino, busca exigir do professor a provocacdo
de mudancas e alteracdes desejdveis no estudante. Ademais, diante da situacdo, o aluno deve
aceitar a demanda da tarefa colocada pelo professor (devolucdo). Nesse contexto, uma situacdo
diddtica envolve um processo investigativo, com a presenca e coordenacdo do professor. Desse
modo, nas fases previstas pela Teoria das Situacdes Diddticas (situacdo de acdo, situacdo de
formulacdo, situacdo de validacdo e institucionalizacdo), temos interesse apenas nas situacoes
diddticas.
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Figura 5. Com o GeoGebra proporcionamos a promocdo de conjecturas na dialética da agcdo, momento
previsto pela TSD (elaboracdo do autor)

Situacdo de acdo. Quando restringimos nossa mediacdo ao quadro analitico, o limite indicado por

lim In(1+ sen(x)*)

2
=7 X pode seravaliado, diante da aplicacdo imediada daregra de L'Hbpital. Todavia,

tendo em vista que efetuamos a substituicdo do ponto por uma interrogacdo (“2”), relativamente
ao qual, faz sentido o emprego da formulacdo, transferimos ao aprendiz a responsabilidade (a
devolucdo do problema), para a sua escolha. Esperamos que, com a exploracdo da construgdo
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que exibimos na figura 5, os alunos possam acompanhar o comportamento numérico das
imagens das funcdes f(x)=In(l+sen(x)’) e g(x)=2x>, no sentido de identificar a manifestacdo da

indeterminacdo do tipo O/O e, com o Geogebra, podem comparar os valores numéricos assumidos
por cada funcdo e prever o comportamento do quociente.

1
———(2sen(x)cos(x
. _ _ In(1 + sen(x)?) .. 1+sen(x)2( (x)cos( ))
Situacdo de formulacdo. Reparemos que lm(} o) :hn(} 1 =
X! x X x

(sen(x)cos(x))  sen(0)cos(0) _0

0 2x(1+sen(x)2) 0(1+0) 0. A manipulacdo anterior revela que a forma
indeterminada persiste. Tal comportamento pode ser apreciado, mais uma vez, com o auxilio da
figura 5, na medida em que os estudantes devem perceber que asimagens dos grdficos das funcoes

2 . . ~ , .
sen(x)cos(x) e 2x(1 + sen(x) ) continuam tendendo a zero (inspec¢do de valores numéricos com
o software). Dai, o quadro geométrico e numérico autorizard/estimulard a aplicacdo da regra de

. (cos(x)cos(x)—sen(x)sen(x)) 1
lim -

I'Hépital, pela 2.9 vez. Nesse caso, veremos que “° 2(1 + sen(x)2 ) +2x(2cos(x)) 2+0 2

In(1+ sen(x)’)

Nas figuras 5 e 6, ao lado direito, visualizamos o grdfico da fungdo das fungdes h(x)= 2
X

(cos(x) cos(x)—sen(x) sen(x))

2 , Vislumbramos o comportamento dos limites, na medida em que x — 0"
2(1+ sen(x)" )+ 2x(2cos(x))

In(1+ sen(x)*)

h(x) = 21 ndo possuir definicdo,

. vemos que y = —. Reparemos que o facto da funcdo

p/ x=0, faz com que identifiquemos um “buraco” (fig, 5) aonde a funcdo ndo estd definida,
diferentemente da figura é.
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Figura 6. Com o GeoGebra proporcionamos a promocdo de conjecturas na dialética da acdo, momento

previsto pela TSD (elaboracdo do autor)

Situacdo de validacdo. Nessa fase, num contexto do “debate da certeza das assercoes” (Almouloud,
2007, p. 40), os dados produzidos com origem nas interacdoes dialéticas dos estudantes da fase
anterior, com as informacodes e inferéncias empregadas, a fim de obter a certeza (validade) das

relacoes estabelecidas, devem ser confrontados. Os alunos devem reconhecer as propriedades
formais das funcdes que exigiram um tratamento analitico na situacdo dialética anterior, mormente,
aqguelas envolvendo a continuidade e a diferenciabilidade das mesmas.

Situacdo de institucionalizacdo. Almouloud (2007, p. 40) esclarece que “uma vez construido e
validado, o novo conhecimento vai fazer parte do patriménio da classe embora ndo tenha ainda
o estatuto de saber social”. Desse modo, tendo em vista tornar oficial determinado saber e indicar
a relevé@ncia de incorpord-lo ao patrimdénio cultural da classe, o seguinte teorema deverd ser
enunciado e, em adequacdo ao publico de interesse (alunos de licenciatura ou bacharelato),

pode ser demonstrado.

Teorema: Sejam as funcdes f,g:(a,b)—> IR diferencidveis, com —o<ag<h<+wo
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. Sendo g'(x)#0,Vxe(a,b). Entdo, supondo que ocorrem (i) lim f(x)=0=Ilimg(x) ou (ii)
x—a x—a
lim f(x) = +oo =limg(x) . E se temos ainda que: {iii) limM = L € (—o,400), Entdo, temos ainda
xX—a x—a x—a g '(X)
que hm& L € (—o0,+00)
x—a g(x)
. ~ - A . o . z* —2iz+3
Situac&o problema IIi: Decidir sobre a existéncia do seguinte limite lim f(z) = lim — : -,
com arrimo na construcdo da figura 7. r3i =3 27+ (1-3i)z =31

Situacdo de acdo. Quando levamos em consideracdo uma mediacdo que tfende a enfatizar
o cardter algoritmico-procedural envolvido na determinacdo do limite anterior, teremos

. z* =2iz+3 . 2z-2i 4 6 2. ,
apenas que lim—; - -=lim —= -=—+—1i. Isto e, obtivemos que
=3 z7+(1-3)z—-3i =32z+(1-3i) 1+3i 5 5

i L) i L@ Sriy) SO+3) 4
23 g(z) o3 gl(z) 3 g'(x+1y) g'(0+31) 1+4+3i

. z> —2iz+3 6 2.

lim — - -=—+—=1

Reparemos que no caso de >3z~ + (I1-3)z-3i 5 5  yma interpretacdo geralmente
desconsiderada, diz respeito ao apelo/indicacdo vetorial. Por outro lado, com a figura 7, ao lado

esquerdo, vemos um ponto mdvel ou vetor z que fazemos aproximar ao ponto 0+1i3, que constitui
um centro de um disco, com raio unitdrio, sobre o eixo imagindrio.

Ademais, com recurso num software de computacdo algébrico, como o CAS Maple, podemos

z° =2iz+3

22 +(1-3i)z-3i
(x> =y +2y+3)(x* =y +x+3y) . (2xy —2x)(2xy -3x+y-3)

(X =y +x+3y) +Quy-3x+y-3)") ((x*—y* +x+3p) +(2xy-3x+y-3)")

verificaraseguinte decomposicdo =u(x,y)+iv(x,y), cujaspartesrealeimagindrias

sdo indicadas por u(x,y) =

(2xy =2x)(x* = y* +x+3y) B
((x2 —y2 +)c+3y)2 +(2xy—3x+y—3)2)

e, a parte imagindria, que indicamos por w(x,y)=



Tecnologias da Informacao
em Educacao

Indagatio Didactica, vol. 8(2), julho 2016 ISSN: 1647-3582

(x2—y2+2y+3)-(2xy—3x+y—3)
(x> =32 +x+31)> +Rxy—3x+1y—3)")
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Figura 7. Com o GeoGebra descrevemos a interpretacdo grdfico-geométrica de funcdes na varidvel
complexa e a visualizacao de "picos” correlacionados com singularidades
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Figura 8. Com o GeoGebra descrevemos a interpretacdo vetorial e a compreensdo do comportamento do
limite. Os alunos devem manipular o vetor (na cor vermelha)

Agora, nas figuras 7 e 8, ao lado direito, na janela 3D (ao lado direito), visualizamos/identificamos

a presenga de “vulcdes”, “montanhas” ou “picos”. Isso indica o comportamento da fungdo f(z).
nas vizinhancas do ponto z = 3i ou numa vizinhanga perfurada do ponto.

Situacdo de formulacdo. Desde que, elegemos a visualizagcdo como um componente estimulador
para um entendimento tdcito e intuito do estudante, seguindo as consideracdes de Needham
(2000, p. 192 - 193), podemos considerar a seguinte matriz jacobiana
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67”(x,y) ay—”(x,y)
J(x,y)=
Py Yy |
X X

facto que, caso desconsideremos a tecnologia, pode ser mostrar uma tarefa quase impraticével
imposta, também, ao professor (figura 9).

E\ARTIGOS REVISTAS\REVISTA INDAGATIO,DIDATICA\HOSPITALmu? - [Server 1] - Maple 17 - D
gt ) Biar ) Viulzar () e ) Fematar ) Taoee 4) Desto 1) o B) P ) Femaments (1) v ) Ao )
DSBS (BB 9¢ BTPR 5E ¢» BIOpe v [ag ¢t [H Y
EA: Toto (EFED Oeuho  Grifio Animagio Oakar :
mew | (3o 0 Gwin (a3 810 583 B 35
o T i
i , | |u= wgphleadRe flr Fy))) (el
oy} (ZZ—J;+2]7+3)(12—J/2+X+3}) ; {2y =20) (2ry=3r4y-9) "
(12—)/2+x+3y)2+(2xy—3x+y—3]2 (xz—f+x+3y)2+(2xy—3x+y—3)2
Tshen vi= wagp{ el il 1)) ()
m eyl [lxy—lx](xl—yzﬂﬁy) B (12—)/2+2y+1)(2xy—31+y—3] “
etyeGensfene ] ) ] )
] (12—)/2+x+3y) +(2ry=3xty-3) (xz—f+x+3y) +{2my=3r4y-9)
Gmffmlh!l-imim-_- d‘ff{ (12—)/2+2y+3)(12—y2+x+3y) ; (2y=23) 2y =3x4y-9)
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Figura 9. Com o CAS Maple podemos descrever a matriz jacobiana associada a uma grande classe de
funcdes na varidvel complexa
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Paraconcluiromomentodeformulacdo.Podemosacentuarque f(z) = z> —2iz+3 .. f'(z) =2z —2i
e, no ponto tomado, escrevemos ainda f (31) = 4i = |4i| -’ E(*) o belo mesmo
motivo, vemos ainda g(z) = z° +(1—3i)z—3i .. g'(z) = 2z + (1 —3i)z . Dessa forma, obtivemos
2'3i) = |1 + 3i| 2130 — /10 - ™23 E segundo a formulacdo prevista por teorema,

f v(3 1) _ 4- eiarg(4i) _ 2\/ 10 . ei[arg(4i)—arg(1+3i)]
g ,(31) \/ﬁ . eiarg(1+3i) 5

determinaremos . Tal igualdade informa aos

2\/Ee
5

estudantes que o resultado final, de aplicacdo da regra, produz um outro vetor, de norma
. 1 4i)- 1+3i

argumento descrito por e/ -e(t+3)]

Situacdo de validacdo. Enunciaremos o seguinte teorema. Cabe ao professor fazer aderir o mesmo

status de relev@ncia do teorema enunciado, no caso da varidvel complexa. Cabe registrar que as

modificacdes notacionais sdo extremamente econdmicas e encobrem/escondem uma profusdo

de modificacoes.

Teorema: Sejam as funcdes na varidvel complexa f'(z),g(z) derivaveis no ponto z,. De modo

f(Zo):g(Zo):O lim f(Z):f'(Zo)
que se tenha .com g'(z,) #0+10.EntGo, teremos que -z g(z)  g'(z,) - AS
linhas gerais que validam o que prevé o atual enunciado foi discutido na seccdo anterior. Ademais,

podemos observar que lim M = @
=0 g(z)  g'(z)

Situacdo de institucionalizacdo. Para concluir, os dados coligidos em ambas as situacoes didaticas
devem proporcionar uma perspectiva que enfatiza o entendimento, por parte do aluno, das
relacdes preservadas, das propriedades vdlidas no contexto da varidvel real e invdlidas no contexto
da varidvel complexa, bem como, propriedades invariantes no contexto da TransicGo Complexa
do Cdlculo.

Por fim, apresentamos um quadro sistemdtico dos elementos que podem atuar no sentido de
promover, fortalecer e estimular um consistente processo de transicdo dos estudos académicos,
qguando ocorre a mudanca da teoria das funcdes da varidvel real para a varidvel complexa. E, por
oufro lado, podem ocorrer e/ou se manifestar elementos que fortalecem, impulsionam e facilitam
a correspondente transicdo no estudo da teoria das funcdes em uma varidvel real para a varidvel
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A partir da literatura, nominamos o primeiro grupo de elementos como elementos de rupfura.
Enquanto que, o segundo bloco ou grupo é nominado como elementos de transicdo. Outros
exemplos sdo discutidos em Alves (2013; 2014b; 2014d; 2016a; 2016b).

variavel real

espaco vetorial IR,

X—>a oux—a .

O quociente de
duas taxas de
variacdo.

- A Forma Comportamento
Elementos Em relagao ao Significado do . ,
. . Indeterminada | do grafico da
de ruptura limite quociente . . - -
- visualizacdo funcdao
As formas A
Existéncia de
Aproximacdo x = a 1 '(x,) . Olgu'ns “buroc~os”
Regrade | hidimensional no x| L E ou “interrupgdes
L Hopital na 0 no gréfico no

—,—
0" £00 podem
ser visualizadas

2
no plano IR

plano IR? . (ver
figuras 5 e 6)

Aproximagdo

Existéncia de

Regra de
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varidavel real

demonstracdo e
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demonstracdo e
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Fonte: Elaboracdo do autor.
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Conclusoes

No Brasil, de modo geral, os estudantes enfrentam, aproximadamente, dois anos ou mais de
formacdo académica compulséria, envolvendo o acumulo de conhecimento da teoria das
funcdes na varidvel real e, em seguida, o estudo da teoria das funcdes na varidvel complexa. O
gue constatamos, a partir do relato de alguns dos parcos estudos na drea (Bloch, 2006; Bridoux,
2012; Chavez, 2014; Danenhower, 2000), diz respeito ao problema e dificuldades enfrentadas pelos
mesmos, Num percurso académico que demanda/exige alguns anos de dedicacdo intensa.

Por outro lado, tendo em vista a exploracdo da tecnologia atual, exemplificamos situacdes de
aplicacdo envolvendo o GeoGebra e o CAS Maple. Assim, temos a oportunidade de promover/
oportunizar, na condicdo de uma perspectiva de ensino diferenciada (Artigue, 2013), um cendrio de
visualizacdo e de aprendizagem capaz de mobilizar um raciocinio inicial do aprendiz que extrapola
as inferéncias logicas e argumentos formais previstos/designados pelo teorema envolvendo aregra
de L"'Ho6pital, quer seja no caso da varidvel real, como também no caso da varidvel complexa.

Antes de concluir, vale assinalar que, a despeito uma apreciacdo rdpida em alguns livros
especializados sobre Andlise Complexa, podemos verificar que, uma pequena parte dos autores
dedica uma posicdo relativamente privilegiada para a regra de L'Hbpital. Todavia, defendemos
que sua énfase e lugar garantido, no que concerne ao contexto da TCC, pode assumir uma funcdo
de elemento de transicdo (ver tabela 1). Ao passo que a sua auséncia ou desconsideracdo Ndo
acentua uma possibilidade de readaptacdo dos conhecimentos adquiridos pelos estudantes no
contexto da teoria das funcdes na varidvel real para a varidvel complexa. Seu cardter de oblivio
total, por exemplo, pode ser ainda detectado no caso do estudo das funcdes em vdarias varidveis
(Alves, 2011), o que se apresenta como algo preocupante.

Na figura abaixo, indicamos de modo resumido, o contexto de surgimento da referida regra, no
estudo ao decurso de determinadas disciplinas académicas. No caso da teoria das funcdes em
uma varidavel real, por exemplo, a justificativa maior do seu emprego reside na possibilidade de
permitir que os estudantes se livrem das formas indeterminadas (ver tabela 1). Ndo obstante, no
estudo da teoria das funcdes em vdarias varidveis, a nocdo de formas indeterminadas desaparece,
sem nenhuma justificativa maior, por parte dos autores de livros e, na Ultima etapa, a regra de
L"H6pital ressurge, de modo inequivoco, com a funcdo de permitir que os estudanfes se livrem de
certas formas indeferminadas cuja natureza ndo se assemelha mais ao caso real (Needham, 2000),
0 que exige habilidades especificas por parte dos estudantes.

[y=f() M0 2= flx.y) ouw=A(sy.z) T = £(2)

i‘ L Hospital | Nioexiste L Hospital i‘ L 'Hospital

Figura 8. Quadro sistemdtico envolvendo a transicdo da varidvel real até a varidvel complexa e a presenca
da referida regra (elaboracdo do autor)
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E, por fim, o uso no dmbito da investigacdo, da metodologia de pesquisa nomeada Engenharia
Diddtica — ED, numa perspectativa de complementaridade (Arslan & Laborde, 2003; Bloch, 2006;
Bridoux, 2012) envolvendo a Teoria das Situacdes Diddtica — TSD, poderd afetar os fendmenos de
mediacdo e transposicdo diddtica (Chevallard, 1991) dos contetudos de Andlise Complexa e, de
modo particular, numa mediacdo envolvendo a regra de L Hbpital. Dessa forma, todo o aparato
conceitual previsto e apresentado aqui, inserido nas suas fases iniciais, detém o potencial de uma
verificacdo e experimentacdo empirica, em sala de aula, que enfretanto, envolve objetivos de
investigacdo (Artigue, 1984; 1990; 2003) a serem cumpridos num percurso razoavelmente demorado,
no dmbito do TCC.
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