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Resumo:

Neste artigo, apresentamos uma andlise de resolucdes de alunos do 10.° ano de escolaridade
do Ensino Secunddrio em Portugal, tendo como foco os objetos e processos usados na resolucdo
de tarefas, envolvendo o pensamento algébrico (PA) e diagramdtico. O estudo adotou uma
metodologia qualitativa de natureza exploratéria-descritiva.

A andlise referida teve lugar num estudo realizado na Universidade de Aveiro, no &mbito da
Prdtica de Ensino Supervisionada do Mestrado em Ensino de Matemdtica no 3.° Ciclo do Ensino
Bdsico e no Secunddrio.

Os resultados mostram que os niveis de PA mais frabalhados sdo o 1 e o 2 e que ndo € usual os
alunos recorrerem ao pensamento diagramdtico (PD) para responderem ds tarefas pedidas.

Palavras-chave: Pensamento algébrico, Pensamento diagramdatico, Ensino Secunddrio.

Resumen:

En este articulo, presentamos un andlisis de resolucidén de estudiante al grado 10 de educacion
secundaria en Portugal, se centra en los objetos y procesos utilizados en la solucidon de las tareas
que implican el pensamiento algebraico y esquemdtica. El estudio adoptd una metodologia
cualitativa de tipo exploratorio-descriptivo.

El andlisis se llevd a cabo en un estudio realizado en la Universidad de Aveiro, en el marco del
Maestro de Ensefanza Prdctica supervisada en ensefianza de las matematicas en el 3¢ Ciclo de
Educacién Bdsica y Media.
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Los resultados muestran que los niveles de pensamiento algebraico estdn mds trabajadas 1y
2 y que no es habitual estudiantes recurren al pensamiento de diagrama para responder a las
tareas solicitadas.

Palabras-clave: Pensamiento algebraico, Pensamiento diagramdtico, Ensenanza secundaria

Abstract:

In this article, we present an analysis of resolutions from students of the 10" grade of secondary
education in Portugal, focusing on the objects and procedures used in solving tasks involving
algebraic and diagrammatic thinking. The study adopted a qualitative methodology of
exploratory-descriptive.

The analysis took place in a study conducted at the University of Aveiro, under “Prdtica de Ensino
Supervisionada” as part of the 3 Cycle of Basic Schooling and Secondary Schooling Masters Degree.

The results show that algebraic thinking levels more worked are 1 and 2 and is not usual students
resort to diagrammatic thinking to respond to the requested fasks.

Keywords: Algebraic thinking, Diagrammatic thinking, High school

Intfroducgdo

O National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) (2007) refere que os programas de ensino
devem habilitar os alunos para compreenderem padrdes, relacdes e funcdes e para usarem
corretamente simbolos algébricos narepresentacdo e andlise de situacdes e estruturas matemadticas.

Por este motivo, os professores devem criar situacoes que levem os alunos a desenvolver o seu PA.
Assim, sdo de valorizar tarefas para generalizar situacdes, estudar padrdes e relacdes numéricas
(Godino, J. D., Fernandez, T., Lacasta, E., Neto, T., Wilhelmi, M. R., Contreras, A., Ake, L., Dias, C.,
Oliveras, L., e Lasa, A., 2015q).

No desenvolvimento dessas tarefas, € usual os professores usarem diagramas para facilitar a
sua compreensdo. Aos processos visuais chama-se objetos ostensivos e sdo normalmente mais
concretos e percetiveis (Godino, Giacomone, Wilhelmi, Blanco & Contreras, 2015b).

Ao trabalharem com recurso a diagramas, os alunos relacionam a dimensdo geométrica com a
algébrica. E essencial recorrer também a objetos ndo ostensivos (entidades abstratas e mentais)
para dar resposta as tarefas propostas. Estes Ultimos levam & formacdo de outros processos
cognitivos, faiscomo a generalizacdo, aidealizacdo, o agrupamento de informacdo, asignificacdo
e a representacdo (Godino et al. 2015b). Para estes investigadores, os objetos ostensivos e ndo
ostensivos devem ser trabalhados simultaneamente de modo a estruturar o raciocinio, j& que os
primeiros sGo um suporte para os segundos.
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O texto estd organizado por seccdes, a primeira apresenta a infroducdo do artigo. Na segunda
descreve-se o marco tedrico, onde se apresenta os niveis de PA propostos nos modelos de Godino,
Neto, Wilhelmi, Aké, Etchegaray & Lasa (2014) e em que consiste o PD. Iremos também apresentar o
problema a analisar e a metodologia. Na seccdo trés ir-se-& apresentar a andlise dos dados, bem
como alguns exemplos de resolucdes dos alunos as 4 tarefas e uma tabela que categoriza estas
resolucoes, por fim, na seccdo quatro, serd realizada uma sintese do trabalho, apresentando as
reflexdes finais.

Marco tedrico e metodologia

o presente trabalho pretende investigar o pensamento que os alunos utilizam para resolver as
tarefas, neste caso, o PA e/ou o PD.

Pensamento Algébrico

O PA tem suscitado o interesse de diversos autores. Para Kaput (2008), implica generalizar
regularidades, conduzindo o raciocinio através das generalizacdes no sistema de simbolos
convencional. Ponte (2003; 2005) refere que é a capacidade de frabalhar com expressdes
algébricas, (injequacgdes, sistemas e funcdes, manipulando relacdes e estruturas matemdaticas.
Godino e colaboradores (2012; 2014; 2015a) categorizam-no em niveis, sendo que os primeiros
quatro sdo frequentemente encontrados em alunos do ensino bdsico e os Ultimos trés, em alunos do
Ensino Secunddrio e Superior (Godino et al., 2015a). Este modelo tem em consideracdo os objetos
e processos envolvidos nas resolucdes. Assim, enfende-se por objetos infensivos os que resultam de
processos de generalizacdo e objetos extensivos os resultantes de processos de particularizacdo.

Tabela 1: Niveis de PA identificados por Godino et al. (2012, 2014, 20150)

Nivel |Descricdo do nivel

Resolucdes que ndo incluem caracteristicas algébricas. Realizam-se
operacdes com objetos particulares, infervém os objetos extensivos cuja
linguagem € natural, numérica, podendo conter imagens. Em tarefas
recursivas, relacionar dois termos ndo significa determinar uma regra.

Trabalha-se com as propriedades das estruturas algébricas em M. A
igualdade é usada como equivaléncia de expressoes, intervém objetos
intensivos, a linguagem é natural, numérica, simbdlica, podendo conter

1 imagens. Em tarefas estruturais, podem ser usados simbolos para representar
objetos desconhecidos e sdo aplicadas relacoes e propriedades de
operacodes. Em tarefas funcionais, recorre-se ao cdlculo com objetos
extensivos.
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A linguagem é simbdlica e literal, mencionando os objetos intensivos
relacionados com a informacdo do contexto espacial ou temporal. As

2 equacdes sdo da forma Ax + B =€, em tarefas estruturais e funcionais
reconhece-se a generalizacdo, mas ndo se opera com as varidveis para
obter formas candnicas.

H& um trabalho com incdgnitas e varidveis, utilizando propriedades
estruturais. As expressdes sofrem alteracdes a nivel simbdlico, preservando
3 a equivaléncia. Resolvem-se equacdes do tipo 4x + B = Cx + I. Os objetos
intfensivos sdo apresentados de forma simbdlica e literal, efetuando-se
operacdes analiticas com eles.

Realiza-se um estudo de uma familia de funcdes ou equacdes. Trabalha-se
4 com varidveis, incognitas e parémetros. Ocorrem operacdes com varidveis,
mas ndo com par@metros.

Realiza-se um estudo de uma familia de funcdes ou equacdes. Trabalha-

5 |se com varidveis, incégnitas e par@dmetros. Ocorrem operacdes com os
pardmetros.

Trabalha-se com estruturas algébricas que envolvem os objetos abstratos e
6 com as relacdes bindrias gerais e as suas propriedades. Ocorrem operagoes
com os objetos abstratos que formam partes das estruturas algébricas.

Embora diversos autores considerem que o PA implica fazer generalizacdes através do sistema de
simbolos convencional, ndo existe uma definicdo universal porque hd uma diversidade de objetos
e processos algébricos (Radford, 2006). Para este estudo iremos focar-nos na categorizacdo
proposta por Godino e colaboradores (2012; 2014; 2015q).

Pensamento Diagramatico

A visudlizacdo Matemdtica &€ um processo que nos permite revelar dados que ndo foram
mencionados na tarefa, é também

“um tipo de atividade do raciocinio, capaz de integrar quatro elementos principais, as
imagens mentais, as representacdes externas, os processos de visualizacdo e as habilidades de
visualizac@o” (Gdes & Soares, 2010, p. 2).

Godino et al. (2015b) afirmam que, para o ensino e aprendizagem da Matemdtica, é importante
recorrer a processos de visualizacdo para construir o raciocinio, sendo estes complementares aos
processos de resolucdo puramente analiticos e mencionam que os diagramas:

e Tém uma disposicdo espacial das suas partes e apresentam as propriedades e relacdes
existentes entre os seus elementos.
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¢ SAo constituidos por operacdes conduzidas por regras permitindo-nos chegar a novas
conclusoes.

* Modelizam situacoes.
e Tém um cardcter genérico.

Estes autores, citando Peirce, referem que um diagrama pode ser fambém constituido por letras,
nUmeros e simbolos, como as expressdes algébricas.

Para além disso, Radford (2008) refere que o PD é um processo heuristico que exibe alguns aspetos
relevantes da tarefa, permitindo-nos descobrir novas relacdes conceituais.

Problema e Metodologia

Este artigo divulga a investigacdo realizada por Vaz (2015), que teve como participantes uma
turma de 25 alunos do 10.° ano, que frequentavam a disciplina Matemdtica A, de uma escola em
Portugal, e como instrumentos de recolha de dados um teste e uma ficha de trabalho.

Pela impossibilidade de, neste texto, analisar fodas as resolucdes recolhidas decidiu-se selecionar
apenas quatro tarefas da investigacdo jd mencionada, sendo que trés delas estdo relacionadas
com a funcdo quadrdtica e uma relacionada com a funcdo afim, que promovem a utilizacdo de
PA e/ou de PD.

Com o infuito de perceber melhor as dificuldades sentidas pelos alunos do 10.° ano na realizagcdo
de tarefas de indole algébrica e diagramdtica, consideramos para tema de investigacdo o
“Pensamento Algébrico e Diagramdtico: Uma experiéncia de ensino com alunos do 10.° ano”.
Assim, o problema de investigacdo foi formulado da seguinte maneira: de que forma os alunos
resolvem as tarefas recorrendo ao PA e/ou PD?2

Tendo como propdsito investigar este problema, pretende-se responder ds seguintes questdes
de investigacdo:

¢ Quais os niveis de PA mais comuns de alunos que frequentam uma turma do 10.° ano de
escolaridade?

¢ De que modo os alunos utilizam o PD na resolucdo das tarefas?

Serd apresentada uma resolucdo possivel para cada tarefa, os seus objetos e processos e alguns
exemplos de resolucdes dos alunos, com a respetiva andlise do nivel de PA e o modo que os alunos
utilizaram o PD (sempre que este estiver presente).

A metodologia a seguir serd qualitativa de natureza exploratdria-descritiva, uma vez que envolve
a obtencdo de dados descritivos, recolhidos no contexto direto do investigador e os fendbmenos
ocorrem naturalmente (Bogdan & Biklen, 2013).
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De modo a entendermos melhor qual é o nivel de PA da turma, se é ou ndo usual estes alunos
recorrerem ao PD, apresenta-se a tabela 2 (em anexo) que categoriza as resolucoes das 4 tarefas

selecionadas para este arfigo.

Andlise dos Resultados

Nesta secdo comecamos por apresentar os tipos de resposta, de todos alunos da turma, a quatro
tarefas selecionadas para este estudo. Destas quatro tarefas serdo também analisadas algumas
resolucdes dos alunos quanto ao nivel de PA e quanto ao PD e serd apresentada uma categorizacdo
das resolucdes dos alunos as tarefas selecionadas para o estudo.

Relativamente ao tipo de resolucdo, através
de analise do grdfico da figura 1, verifica-
se que quanto ao numero de RC, RPC, RE

e tarefas ndo respondidas, a maioria das
resolucdoes dadas pelos alunos estavam
corretas e quase nunca os alunos deixaram
tarefas por responder.

No que diz respeito ao nivel de PA, e
analisando a figura 2, observa-se que o nivel
1 de PA foi o mais comum, seguindo-se o
nivel 2 e depois o nivel 0. Os alunos raramente
trabalharam nos niveis 3 e 4 de PA.

Tipo de Resolucao

B RC mRPC m RE m Tarefas nio respondidas

Figura 1: Grdfico que representa a percentagem dos
tipos de resolugoes

Nivel de PA

EQ N] B2 3 H4

Figura 2: Grdfico que traduz a percentagem do nivel
de PA presentes nas respostas
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Presenca do PD

No que se concerne & presengca ou auséncia
de PD dos alunos, e analisando a figura 3,
verifica-se que a maioria apresenta resolucoes
por via analitica e ndo grdfica.

EHS BN

Figura 3: Grdfico que traduz a percentagem de
presencgas e auséncias de PD nas respostas

Tarefas analisadas

As tarefas terdo sempre uma resolucdo proposta pelos autores, bem como a andlise dos objetos e
processos envolvidos e alguns exemplos de resolucdes dos alunos, com a respetiva andlise de PA
e de PD.

De seguida apresenta-se a tarefa 1, do tipo de resolucdo de problema, sobre a funcdo quadrdtica.
Tarefa 1:

No cimo de um penhasco, um homem dispara foguetes de iluminacdo. A altura h, em metros, do
foguete em relacdo ao solo, ao fim do tempo t, em segundos s, € dada por h(t) = 25 + 20t - 5¢2,

Tarefa 1.1
De gue altura foi lancado o foguete?
Resolucdo possivel: h(0) =25+20x 0 -5 x 02 =25+0- 0= 25. Foi lancado a 25 metros.

Obijetos e processos da resolucdo possivel: Trabalhar com o uso de igualdade como equivaléncia
de expressdes e com propriedades de operacdes aritméticas.

Exemplos de resolucdes apresentadas pelos alunos:

PA: A linguagem é natural e a
Gbhds | dod bel deévdes. |resposta ndo tem caracteristicas
T algébricas.

| | | | }
> dl FFd‘\ I
Figura 4: Exemplo de uma RC de nivel 0 de PA

PD: Ndo hd evidéncia.
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f | L PA: A linguagem é natural,

| A HZE numérica e simbdlica, hd trabalho
' =9 ma com propriedades de operacdes
i R aritméticas e € uma tarefa de
e | Aol lonencin ok @S leedses | indole algébrica e operacional.

ik

P LT e
=
R
)
=
2

-

b
18]
I

Figura 5: Exemplo de uma RC de nivel 1 de PA - , A .
9 P PD: NGo hd evidéncia.

Nos dois exemplos, observa-se que os alunos utilizam a linguagem natural. A diferenca de PA entre
as duas resolucdes € indicada pela utilizacdo da operacdo numérica (2° resolucdo). Quanto ao
PD, as duas resolucdes ndo manifestam nenhuma representacdo externa.

Tarefa 1.2

Ao fim de quanto tempo chega o foguete ao solo?

—20+.,/207 —4 x (—5) % 25
h(t) =025 +20t -5t =0t = =

Y ose S BNy

—20 ++/400 + 500 —20 4+ 30 —20 —30
t= m == m vt=T{:}t=—1vt=5

Resposta: Ndo existem tempos negativos, entdo chega ao solo apds 5 segundos.

Objetos e processos da resolucdo possivel: Recorre-se a formula resolvente para determinar os
zeros e, atendendo ao contexto do problema, exclui-se uma solucdo.

Exemplos de resolucdes apresentadas pelos alunos:

. : PA: A linguagem é natural,
LEC IS - - - numérica e simbdlica, o
hiel= I T 11 i | simbolo “t” representa
T f*;_qé:’,_o , o objeto desconhecido
by cErdpige Q-5 L hepo  €s) ' (tempo) e sGo aplicadas
o i | IR relacoes e propriedades
EL |-0F 0T Uses) 95 de operacodes. Recorre-se
1 ao cdlculo com objetos
ot -3H30 | ekl -1 |V k=g | || extensivos.
e L TP R
: c L e
? [ 0af DR | s g
Figura 6: Exemplo de uma RC de nivel 1 de PA PD: NGo ha evidéncia.
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r EEEE] i PA: A resolucdo ndo inclui

! 15 l?' caracteristicas algébricas.
(L “do | Alinguagem é natural e
contém imagens.

™
I
¥

TR i ~ |PD: O aluno respondeu &

| I E tarefa recorrendo a uma

representacdo grdfica da
funcdo h, modelizando a
situacdo.

¢
il
i
]
|1
1
|

16 0 | ]
St olla_pag i 4om bA 1

Figura 7: Exemplo de uma RC de nivel 0 de PA

aE

Categoriza-se a 29 resolucdo no nivel 0 de PA por ndo envolver nenhum objeto algébrico, nem
se utilizar qualquer operacdo algébrica. Relativamente a 1¢ resolucdo, evidencia a utilizacdo de
objetos extensivos e a aplicacdo da operacdo numeérica, portanto envolve caracteristicas do nivel
1 de PA. Em relacdo ao PD, na 2% resolucdo, o aluno recorre a uma representacdo grdfica.

Tarefa 1.3
Qual é a altura méxima atingida?

Resolucdo Possivel:
ht) =25+20t -5t = h(t) = -5(t* -4t +2° —-2*) + 25 = h(t) = -5t — 2)* + 45

V(2.45)
Resposta: A altura mdxima é de 45 metros.

Objetos e processos da resolucdo possivel: Na resolucdo apresentada, manipula-se a expressdo
de modo a conseguir escrevé-la na forma ¥y = a(x — k)* + ky = a(x — h)? + k, sendo h e k a abcissa
e a ordenada do vértice, respetivamente.
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Exemplos de resolucdes apresentadas pelos alunos:

63 v (b ]-Lhtmc) oz /\
e

PA: A linguagem é natural

bl b= 5 . / e numérica. A resolucdo

@ o -70 a0t Gl kD) e & ndo inclui caracteristicas

\29) ' ) . algébricas, o aluno apenas
- ut—f - SUbSTIT.UIU 0s par@metros pelos

PR, respetivos valores.

o A afb o mndieno Q\imﬁ_giw

b danr U
(= g

i PD: N&o hd evidéncia.
Figura 8: Exemplo de uma RC de nivel 0 de PA

PA: A linguagem usada é
'Inumeérica, natural e o aluno

- L -
BP%S L (58 8 .
j‘—’ﬁ_?i_—%u::ﬁ ET T recorre a uma imagem.
B Y2 AN NN e . ~
—ﬁ INFRINYETONEAURYG [l E5e8 Apllcg relacoes e as )
T ___ﬂ___iﬁ___ ES - |propriedades de operacoes e
Tl Bl = 5 2o ¢ 28 RSEE R —-—|usa simbolos para representar
AP e L — 7 |osdados desconhecidos. A
a. K -od &t 1bd-0135 — 1 "~ |tarefa é funcional e o aluno
| e
b1 d - EiEaEITIT HE" | recorreu ao cdlculo com
CFas L B

objetos extensivos.

ks

il
=l
|
|

g

|

|
=

|
|
|
|
|

|
T
|
ﬂ
3
3.

= PD: A resolucdo tem uma

N
=

BREER:EE / Ra6 L4 \ =il dlsptomgoo espacial dosI suas
S R EEEE Tl y | |parfes, uma vez que o aluno
(@ ﬁ.;;j: a5 *i‘i-’!—-—rdi 3 identifica os passos que fez,
._‘10_
b

¢ contornando os nuUmeros
1, 2 e 3. Existem operacoes
| A | conduzidas por regras que
Figura 9: Exemplo de uma RC de nivel 1 de PA permitem chegar a novas

conclusoes.

-1y
i

Ik
l!;‘
S
;-1-
:A‘
—&|
il = |
[ |
i
|
|
EEi i
A
-
A [ =
a8
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PA: O aluno aplica relacoes e
Yibiis prop[iedodes de operacoes,
NG 5175308 195 _Ld bdad ehd |USa simbolos para representar
N os dados desconhecidos. O

3l |sinal de equivaléncia é usado
== 120 + 4011516l | hara representar igualdades
e alinguagem é numérica,
recorrendo a uma imagem.

T,

<
p 8
-7
=p -
L
L1
¥ 1l
52
)“-.ﬂ
=
um
i
EC“‘
G [
:g

BTel

e
g
[
——
o
L4

o
N

[—

Alamyal oo
c

S i

i

; PD: NGo hd& evidéncia,
| yi 2 (L) NEEE
! A T apesar de se observar uma

Figura 10: Exemplo de uma RC de nivel 1 de PA representacdo que parece
indicar o vértice da pardbola.

p |
iy
£
Ead

PA: A resolucdo é de indole

ML hdsand st T | ‘{ = algébrica e funcional, a

CE (£ Lalaar (Tl ds -~ |linguagem é simbdlica e
I (4 S j]“j* SR TeY: ~ |literal e ainformacdo esta
N i o T relocpnodo com o contexto
T R T LR LR o T | espacial.
T ‘ -1 f D =1 [= T

Figura 11: Exemplo de uma RC de nivel 2 de PA PD: Ndo hd evidéncia.

Na 2°resolucdo o aluno apresenta operacdes algébricas calculando os zeros da funcdo, os vértices
e arespetiva representacdo grdfica (evidéncias de PD). Na 3 resolucdo, o aluno apenas esboca
uma pardbola indicando o valor do vértice. Relativamente o PA, a 1? resolucdo é um exemplo
do nivel 0, uma vez que ndo envolve os objetos extensivos e apenas se opera numericamente.
As 2% e 3% resolucdes, manifestam a utilizacdo de simbolos para representar os dados e operam-
se aritmeticamente. Enquanto a 4° resolucdo, mostra a utilizacdo dos simbolos e opera-se
algebricamente, portanto categoriza-se no nivel 2 de PA.

Tarefa 1.4

Em que instante estava o foguete a 15 metros de altura?2 Recorre as capacidades grdficas da
calculadora para responder d pergunta. Deves seguir 0s seguintes passos:

¢ Reproduzir a(s) representacdo(des) grafica(s) em que te baseaste, respeitando o dominio
da funcdo, atendendo ao contexto do problema.

e Assinalar no grdfico o(s) ponto(s) relevante(s), com as coordenadas aproximadas ds
décimas.

e Indicar a solucdo do problema.
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Resolucdo Possivel:

Al4515)
p=x5

] os ] 15 2 a5 3 as - “n 5 A

Figura 12: Representagdo grdfica da fungdo h

Resposta: O foguete estava a 15 metros do solo aos 4 segundos € meio.

Obijetos e processos da resolucdo possivel: Pretende-se que os alunos recorram as capacidades
da calculadora grdfica para representar a funcdo h. Para isso, devem ter em atencdo que ndo
hd tempo nem altura negativa. Deve ser assinalado o ponto de intersecdo da funcdo h e de
y = 15. O mdximo de h ndo é necessdrio ser marcado, uma vez que este ndo é relevante para
resolver a tarefa.

Exemplos de resolucdes apresentadas pelos alunos:
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i ’ - P
1 | SRl = /
- \ h=13
i = fhoa \
B = e v =
5 s =t =
ﬁ%wgd i wus Tk t=14,43
e L= |PA: Asresolucdes ndo
"~ |incluem caracteristicas

0 N it Ao rec | algébricas, a linguagem
o NED %l: . |aiva) naedwe 1 usada é natural,
,[ ; | ! recorrendo a imagens.
Figura 13: Exemplo de uma RPC de nivel 0 de PA
HESEE D PD: As resolucoes
-y | tém uma disposicdo
T espacial das suas
/i 5 + partes, apresentam as
: Py 4 relacoes existentes entre
\ ; 7 os seus elementos e
s + L LA modelizam a situacdo.
L
] + d -
T r i 1 L
IR R i ol i -.
{ i1 Il I | I [ [ [

Figura 14: Exemplo de uma RC de nivel 0 de PA

Nestes exemplos, as resolucdes sdo do mesmo nivel de PA (nivel 0) uma vez que hd uma falta de
utilizacdo de simbolos algébricos e de operacdes algébricas. Classifica-se a 1? resolucdo de RPC
por ndo ter apresentado as coordenadas com aproximacdo ds décimas hem a resposta a tarefa.

Nestes dois exemplos verifica-se que osalunosrecorreram ao PD, indicado pelassuasrepresentacoes
graficas como uma modelacdo da tarefa.

De seguida vamos apresentar outra tarefa proposta aos alunos, tarefa 2, bem como uma resolugcdo
possivel e alguns exemplos de resolucdes apresentadas pelos alunos.
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Tarefa 2:

Na Figura 15 estdo representados parte do grdfico da funcdo f de dominio]0.3[, definida por
flx) = 6 - 2x e um tfri@ngulo ret@ngulo [OPF], em que 0 é a origem do referencial, 7 é um ponto
do grdfico de f e @ pertence ao eixo das abcissas. Considera que o ponto P se desloca ao longo
do grdfico de f e que o ponto @ acompanha o movimento do ponto P, deslocando-se ao longo
do eixo das abcissas, de tal modo que o tringulo [OFg] é sempre ret@ngulo no ponto §. Seja 4
a funcdo que faz corresponder d abcissa x do ponto P, a drea do tringulo [OPZ]. Por processos
exclusivamente analiticos, resolve as trés alineas seguintes.

Ty

@ o

Figura 15:
Representacdo grdfica
da situacdo problema
Tarefa 2.1

Mostre que, para cada x €]0,3[, se tem Alx) = 3x — x?,

Resolucdo Possivel:

0(0,0), P(x,6 — 2x), Q(x.0), com x €]0.3[uma vez que é esse o dominio de f.
h=P@=1(6-2x)—0=6—2x,comxe]03[

b=Q0=x—-0=x comxe]03]

bhxh
AtrﬁngulazT
x % (6 —2x) Bx— 2x7
2 -2

2

Alx) = =3x—x

Objetos e processos da resolucdo possivel: Devem ser indicadas as coordenadas dos pontos O, P e
Q e recorrer A propriedade da existéncia do elemento neutro da adicdo. De seguida, serd usada
a férmula da drea do tringulo, fazendo as substituicdes devidas. Na manipulagdo e simplificagcdo
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da expressdo, os alunos apelam a propriedade distributiva da multiplicacdo e ao uso daigualdade
como equivaléncia de expressoes.

Exemplos de resolucdes apresentadas pelos alunos:

PA: A expressdo usada sofre

alteracoes a nivel simbdlico,

| | L preseryonc{o a eguivoléncio.
] ,!,g D | :*E%AP 4 6 Lbh%d L 3y | Os objetos intensivos sGo

i = T z apresentados de forma

Figura 16: Exemplo de uma RC de nivel 3 de PA simbdlica e literal, efetuando-se
operacodes analiticas com eles.

PD: NGo hd evidéncia.

PA: O aluno trabalha com as
incégnitas e varidveis, utilizando
as propriedades estruturais. A
. . - expressdo usada sofre alteracoes
T ] 7 a nivel simbdlico, preservando
N elg e A a equivaléncia. Os objetos
2 S e - ‘:/ intfensivos sQo qpresenfrados
= ﬁ?r N de forma simbdlica e literal,
] _ efetuando-se operacodes
. — = X~ L |gnaliticas com eles.

Sy
1
r~

9]

]

ll\.l

_ PD: O aluno recorre a uma

i T 2 D F : : imagem, que lhe permite
1] [ (L) = 23 -9 |concluir qual € a expressdo da

: ] S i base e da altura do triingulo,

Figura 17: Exemplo de uma RC de nivel 3 de PA conseguindo assim modelizar a

situacdo. A resolucdo apresenta

também tem um cardcter

genérico.

Apresentam-se dois exemplos de resolucdes no nivel 3 de PA. Faz-se uma traducdo da linguagem
natural para linguagem algébrica e resolve-se o problema pela resolucdo de uma equacdo do
tipoAx + B =Cx + D,

Quanto a utilizacdo de PD, a 2° resolucdo utiliza uma imagem de um tringulo como modelacdo
desta situacdo sendo este um suporte ao raciocinio do aluno que Ihe permitiu resolver o problema.
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Tarefa 2.2

Calcula as coordenadas do ponto P, de modo que a drea do triingulo [2P@] seja mdaxima.
Apresenta o resultado na forma de fracdo irredutivel.

Resolucdo Possivel:
Al =0 =23r—rx"=0=2x@3-r=02x=0V3-r=0=x=0Vx=3
A drea mdxima é dada quando:

3
EResposta: P (E, 3).

Obijetos e processos da resolucdo possivel: SGo calculados os zeros da pardbola e, de seguida,
o ponto médio desses zeros. Por fim, substitui-se o valor 1,5 pela abcissa de P e determina-se a
sua ordenada.

Exemplos de resolucdes apresentadas pelos alunos:

PA: A linguagem é
numérica, simbdlica e
contém uma imagem.
Recorreu-se ao cdlculo
com objetos extensivos.

PD: O aluno desenha
uma representacdo
grdfica da funcdo A,
concluindo assim que a
] drea é mdxima quando
7 ] R a abcissa assume o valor
7 ' | 3/2.
2 : ) TA GO I F A AR [ No entanto n&o indica

W B i € IR 1 corretamente as
Figura 18: Exemplo de uma RPC de nivel 1 de PA coordenadas do ponto
P. A resolucdo apresenta
uma disposicdo espacial
das suas partes e as
propriedades e relacoes
existentes entre os seus
elementos.

=
=
-
I
B

P
D
o \‘l s
LN
-"“Eabx
g
| Tl

o
—1 [ [
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‘{:{EF% B T et B —.}amlf AR ERY FEE
BEECHR s LT ™ i PA: Ha uma manipulacéo
=h 1t 2 i numérica da expressdo
RN B-IR b VHEBE El da funcdo A de modo
i & hjah L ) VA= s G a obter as coordenadas
o AR e do vértice de A(x). A
™ G resolucdo apresentada
IR é de cardcter algébrico-
[

RGN | operacional, interferindo
m TR b e incégnitas que sdo

p(E-lerady expressas numa
PUE 42 =l linguagem simbdlica e
pz% B, EEiaE literal.

|

ool [pl(EE 3

¥ 1 —

72 A el bibdenials

Figura 19: Exemplo de uma RC de nivel 2 de PA

PD: NGo hd evidéncia.

Apresentam-se dois exemplos de diferentes niveis de PA utilizados pelos alunos. Na 1° resolucdo
€ manifestado o nivel 1 de PA, pois ha utilizacdo dos simbolos algébricos e recorre-se ao cdlculo
com estes simbolos. Enquanto a 2¢ resolucdo, manifesta o nivel 2 de PA, pela utilizacdo dos simbolos
como incégnitas e pela resolucdo de problema através da equacdo da forma 4x + B =,

A utilizacdo de PD estd presente apenas na 1° resolucdo uma vez que o aluno construiu uma
representacdo grdfica da funcdo A.

Tarefa 2.3

Indica, na forma de um intervalo, o conjunto de valores de = para os quais a drea do triingulo
[0PQ] é maior ou igual a dois.

Resolucdo Possivel:

Alx) 2223y —x'z22 —x*4+3x—-220

-3+ —4x (1) x(-2)
2x(-1)
_-3+1 -3+1 -3-1

—xiPtix—2=0=2x=

Srx=1vx=2
Resposta: § = x e [1.2]§ = xe [1. 2]

Objetos e processos da resolucdo possivel: Deve-se resolver uma inequacdo do 2.° grau e por
isso € necessario calcular os zeros da pardbola, indicando por fim o infervalo que € solugdo da
inequacdo.
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Exemplos de resolucdes apresentadas pelos alunos:

PA: O aluno resolve
uma inequacdo em
que aincognita estd

SRR B SR e apenas num dos
=) - W T-122 0 Cpal) i =3 34f 2 | membros, recorre 4
g TTBREE e il férmula resolvente
D SRR 2 para calcular os
SE[H 0, T T g zeros da fungdo
! SREANNEEE quadrdtica e a
linguagem usada é
Fepa] K (i | gul o]l ol 2 [yl intedvslel TH,0 1. simbdlica e literal.
Figura 21: Exemplo de uma RC de nivel 2 de PA B ;
PD: N&o ha
evidéncia.

PA: O aluno resolve
uma inequacdo em
que aincognita estd
apenas num dos
membros, recorre 4
formula resolvente

. e =i
SR cire .jazc{@: = para calcular os
Sk drantrei=ld | | |zeros da fungdo
SIES: SIS =2 |quadrdtica e a
e?-z,t o1 ok linguagem usada é
= simbdlica e literal.
&):__ L8 a0 o3 155
A N =1 -
A 1 (= =ka |- -=-1 = |PD: Aresolucdo tem
T -7 . oo
EROET R R uma dllsposm;oo
. ,‘ il -2 espacial das suas
NSRS e 7R ] 1 partes e apresenta
Figura 22: Exemplo de uma RC de nivel 2 de PA as relacdes

existentes entre os
seus elementos. O
aluno, recorre a
uma representacdo
grdéfica para definir
um intervalo.

Apresenta-se dois exemplos do mesmo nivel de PA (nivel 2) que manifestam a utilizacdo dos
simbolos como incognitas e a utilizacdo de operacdes algébricas para resolver a inequacdo com
aincégnita num dos membros.
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O 2° exemplo manifesta o envolvimento de PD na sua resolucdo. Ufiliza-se uma representacdo
grdfica da funcdo quadrdtica para definir o intervalo.

Apresenta-se, em seguida, a tarefa 3 que foi proposta aos alunos e também a resolucdo possivel e
resolucoes apresentadas pelos alunos.

Tarefa 3

Numa quinta hd uma estufa com a forma de uma pardbola, como a representada na figura 23.
Sabe-se que a estufa tem 8 metros de largura ao nivel do solo e que a altura mdxima da estufa é
2,4 meftros.

Figura 20: Zeros da
funcdo A

Tarefa 3.1

Define analiticamente a curva dada.

Resolucdo Possivel:

v ($ 2.4) = V(4 2.4)

Os zeros da pardbola sGo x = 0 Ax = 8. Entdo flx) = alx — 0)(x — 8).
Como V(4: 2.4} pertence a f(x), substituindo vem:
24=al4-014-8 o24=4ax (-4l ©24=-16a o a=-015
Assim f(x) = —0,15(x — 0} (x — 8) = —0.15x(x — 8)

Objetos e processos da resolucdo possivel: Os alunos calculam o valor de “a” recorrendo aos zeros
da funcdo f.
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L
F () - %4 s
g 8
31) 40 4
=
Figura 24: Exemplo de uma RPC de nivel 0 de PA

@ Py dib (0

PA: A linguagem é simbdlica
e numérica. O aluno apenas
substituiu o valor de dois dos
trés par@metros da familia
de funcdesy = alx — h)* + k.
Assim, a resolucdo ndo inclui
caracteristicas algébricas.

PD: Ndo hd evidéncia.

(1G] +k2] fotalod IhE+Ls §
]\}, T b T T
BOlel ] otlalBL%GY IO
o=l a 18
=160 +24
=M=k
=y L SN
e
(Llesst i
= FEOE oS0V E L 5
8| oo Aadih (o #—g a4 €4 2,

Figura 25: Exemplo de uma RC de nivel 2 de PA

PA: O aluno substitui

os valores de h e k na
expressdo da pardbola.
Depois descobriu o valor
de "a", resolvendo para
isso uma equacdo do fipo
AxtB=C.

PD: Ndo hd evidéncia..

ff.’l-f 2,4= A’ 4k Camo _a EmnErQL[:mm
T 0-Qe 8K no mﬁm_m.dﬁm&a.
Em Qm Ax%y kx

| _\40= O\Qﬂﬁ.%'&f‘t
- i 0-H8" +8k

@{0 = B¢ 1424
[R.64 = 0k

PA: Apesar do aluno ndo
concluir a resolucdo do
sistema linear a duas
incégnitas, as expressdes
sofrem transformacodes,
conservando-se a
equivaléncia, e as
incégnitas sdo tratadas
aplicando as propriedades
estruturais. A linguagem é
simbdlica, natural e literal.

Figura 26: Exemplo de uma RPC de nivel 3 de PA

PD: Ndo hd evidéncia.
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Nesta tarefa ndo se encontra nenhuma resolucdo em que os alunos manifestam o PD. Quanto
ao PA, a 1?resolucdo é categorizada no nivel 0, pois hd uma substituicdo de valores na férmula e
apenas estd presente a utilizacdo do cdlculo numérico. A 29 categoriza-se no nivel 2 de PA pois
envolve uma resolucdo da equacdo na forma 4x £ E = C. A resolucdo 3, categoriza-se no nivel 3
devido as transformacdes simbdlicas das expressdes para um sistema das equacodes lineares.

Tarefa 3.2
Os dois postes que suportam a estufa distam 2 metros de cada lado. Qual é a altura dos postese

Resolucdo Possivel:

Os postes estdo assentesem x = 2e x = 6, uma vez que correspondem ds abcissas dos zeros de funcdo.

Como uma pardbola é simétrica em relacdo a x=h, em que h é a abcissa do vértice, entdo
flh—x) = f(h + x), como h = 4, entdo:

fa-—2=fr+2)=F(2) = fl8)
fl2)=-015x(2-4*+24=18
Resposta: A altura dos postes é de 1. & metros.

Objetos e processos da resolucdo possivel: Os alunos identificam o eixo de simetria da pardbola,
de seguida terdo que substituir h por 4, e através de simplificacdes, calcular f (2) ou f (6).

Exemplos de resolucdes apresentadas pelos alunos:

4.1, Zlde =l [ || ]] R
ol b 3 L PA: A linguagem é natural
N EEERE S LS
] e numérica. O aluno efetua
ﬁ@ Ol =plis duas substituicdes na funcdo
RTET T T = 2,1 que obteve na alinea
)i y anferior, sendo deste modo
y EEE SRR - A p - .
Bidid 1 IEEIE a sua resolugcdo de cardater
1915 xkd Y TR > aritmético.
1% [ LA
il 0p ?0!’&& LE S W ER de e{Tic| | pD: N@o hd evidencia.

Figura 27: Exemplo de uma RC de nivel 0 de PA
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PA: A linguagem é natural e
essencialmente numérica.
O valor desconhecido é

' i et dse representado por um simbolo
N GFEE = -0 15 b4 (y). Observa-se um pensamento
¥ 3 qu@z:.: relacional, sendo usada
3% - 1@ Acl3gyis5 s || @igualdade entre duas
2 ' ‘-* expressoes para confirmar
y=11 . que as alturas dos postes eram
A qra & del1lg 0 -t e ! iguais.

Figura 28: Exemplo de uma RC de nivel 1 de PA PD: O aluno recorreu a uma
imagem que modeliza a
situacdo. A resolucdo tem

um cardcter genérico, pois o
aluno conclui que os postes
tém que ter a mesma altura,
determinando apenas a altura
de um deles.

PRI I g o - PA: E feita uma substituicdo da

‘ i varidvel x. A linguagem usada
o O 15 25 = [ AIx D € numérica e simbdlica. O

' cdlculo é realizado com objetos
[ extensivos.

\f = |~ olag|~3le
=~ 2 ~ , P .
] ; PD: Ndo hd evidéncia.

Figura 29: Exemplo de uma RC de nivel 1 de PA

Apresenta-se exemplos diferentes de nivel 0 e de nivel 1 de PA. Na 19 resolucdo (nivel 0 de PA),
verifica-se um indicio para a utilizacdo dalinguagem natural e numérica e a substituicdo de valores
na funcdo sem operar algebricamente. As 2% e 3% resolucdes categorizam-se no nivel 1 de PA pelo
envolvimento do simbolo como incégnita e da igualdade como uma equivaléncia relacional.

Seguidamente, apresenta-se a tarefa 4 que foi adaptado de Saraiva, Teixeira e Andrade (2010)
sobre a familia da funcdo linear. Apresenta-se, também, uma resolucdo possivel e alguns exemplos
de resolucoes apresentadas pelos alunos.
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Tarefa 4

Utilizando a calculadora gréfica representa graficamente fungdes reais de varidvel real da familia
flx) = mx + b, comm e breais. Estuda as representacdes graficas de funcdes desta familia e indica:

A existéncia e o nUmero de zeros.

Intervalos de monotonia.

Resolucdo Possivel:

Se m = 0 entdo flx} = b é estritamente mondtona.
Zeros:

Caso b = 0: SGo todos os valores reais. Caso b = 0: Ndo tem.

15

10

-5 0 5 X

Figura 30: Exemplo de uma representacdo grdficadotipoy =k, ke &

Se m = 0 entdo flx) = mx + b é estritamente crescente.
Zeros:

Casob=0:x=10 Cosob=0: xe]—w0] Caso b =0: xe]0, +uwml
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10 y

V=2x-10

-10

-20

-30

-5 0 5 10
Figura 31: Exemplo de uma representacdo grdfica daformay =mx+b, m>0

Sem < 0m =< 0 entdo flx) = mx+ bf(x) = mx + b é estritamente decrescente.

Zeros:
Casob=0:xe{0} Casob=0:xe]0 +ol Casob < 0:xe]—um,0[
6 y
4
2
y=-0.25x+4 \
0 5 10 15 20

Figura 32: Exemplo de uma representacgdo grdfica do tipoy =mx+b, m<0

Objetos e processos da resolucdo possivel: Manipular a funcdo afim fazendo um estudo dos seus
pardmetros.

A seguir apresenta-se quatro resolucdes ilustrativas do nivel 4 de PA. Nas resolucdes 1 e 2, os alunos
realizam este estudo sem recorrerem d representacdo grdfica.
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Exemplos de resolucdes apresentadas pelos alunos:

PA: O aluno realiza um
estudo da familia da
funcdo afim, tendo em
conta os seus par@metros.
Apesar de ter cometido um
erro ao afirmar que “Ndo
hd funcdo” quandom =0
eb=0.

PD: O aluno apresentou a
resolucdo numa disposicdo
espacial das suas partes,
de forma bastante
organizada, mostrando as
propriedades e existentes
entre os seus elementos. A

; resolucdo apresenta um
Figura 33: Exemplo de uma RPC de nivel 4 de PA cardcter genérico.

.'f'[.';.;‘ Jorm w b

. - oS

;chc. ~ )
= “"Efmciuim -2t qor_ : PA: O aluno realiza um
o 5 estudo da familia da

e <O | guncet fee | Teg € ¢ deowsns  |TUNGGO afim, tendo em
S m@q;g' S : conta os seus par&émetros.

= o C.b)o_ ) & z’[ufa‘cc ?\?D*M
S < S oiae f?:bl’ﬁ\ﬂ::_

Zosom = <
S e bae s freds Teb o
Cormtore. © rarmPTT OpRA | DR
... one™ |PD:NGO hd evidéncia.
Se. Y= € nEd § O% e | b
camie T L e

Figura 34: Exemplo de uma RPC de nivel 4 de PA
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Wik, b >3 2o, 5 e wnZo , b Lo

PA: O aluno realiza um
estudo da familia de
funcdes afins, tendo em
conta os seus par@metros.

g

o .

5 e % e 2o
A g T oo P e
2T aate MM

A T
e e Ll

e, . <o o
: il Lo B = e 5
e 4‘;,}:?09 <!— &ﬁ;
Lo Rt
||:f3(’ N‘
A Tten =
e T O Uik Ak - \:ma
T [P - PSRV AL N
= o L =0 o A

ey ’

a STy a2 Reloy

S
Aemapre Lomatoqle . G e e ]

DS T g

Figura 35: Exemplo de uma RC de nivel 4 de PA

PD: O aluno modeliza a
situacdo pedida na tarefa,
recorrendo a diversas
representacdes grdficas de
funcdes da familia

Flx) = mx + b. Assim, a
resolucdo apresenta-se
numa disposicdo espacial
das suas partes mostrando
as propriedades e relacoes
existentes entre os seus
elementos. O aluno atribui
um cardcter genérico
dresolucdo por ndo ter
atribuido um valor em
particular a nenhum dos
par&metros.
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PA: O aluno realiza um
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Figura 36: Exemplo de uma RC de nivel 4 de PA

Estas resolucdes estdo no nivel 4 de PA pois hd um estudo dos par@metros da familia da
funcdo afim. Nas resolucdes 1 e 2, os alunos ndo recorrerem a representacdes graficas. Na 3¢,
apresentam-se vdarios grdficos e as diferentes combinacdes dos pardmetros. Na resolucdo 4, o
aluno modelizou o problema através de uma tabela, mostrando as propriedades e relacdoes
existentes entre os elementos.

Conclusoes

O estudo pretendia analisar os objetos e processos usados na resolucdo de tarefas, envolvendo o
PA e PD, de uma turma do 10.° ano de escolaridade, do Ensino Secunddrio, em Portugal.

Neste estudo, verifica-se que a maioria dasrespostas analisadas estavam corretas ou parcialmente
corretas. Os alunos usam frequentemente conceitos aprendidos e baseiam-se em proposicoes
na construcdo das resolucdes. No entanto, raramente usam argumentos que as justifiquem.
Os resultados obtidos v@o ao encontro a investigacdes anteriormente realizadas, Godino et al.
(2015b) referem que

“los medios de expresion son “artefactos” empiricos que conllevan el uso implicito de un
sistema de objetos no ostensivos de naturaleza conceptual, proposicional, procedimental y
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argumentativa, que constituyen la esencia de la actividad matemdtica realizada con el apoyo
de los objetos ostensivos” (p.19).

Para responder a primeira questdo de investigacdo, recorreu-se a uma observacdo grdfica (figura
2) que indica que os alunos trabalharam, maioritariamente, no nivel 1 de PA. Verifica-se também
qgue os diagramas estiveram presentes em algumas as resolucoes dos alunos, sendo que, na maioria
das vezes, os alunos recorreram aos diagramas através de disposicoes espaciais, apresentando
as propriedades e relacdes existentes entre os seus elementos e (ou) constituidos por operacdes
conduzidas por regras permitindo que chegassem a novas conclusoes.

Foi possivel verificar que os diagramas ajudaram na estruturacdo do raciocinio matemdtico, no
entanto, pela andlise da figura 3, observa-se que a grande maioria dos alunos ndo recorreu d
representacdes diagramdticas.

Assim conclui-se que, nesta tfurma, se o PD for mais trabalhado em sala de aula poderd levar a uma
melhoria no desenvolvimento do PA, uma vez que a maioria dos alunos tfrabalha num nivel elementar
de PA e raramente recorrem a representacoes diagramadticas. Também Radford (2003) sublinha que
o PD é relevante na medida em que ele é visto como um modo de expressdo de subjetividade
humana que inclui, no lado epistémico, o esforco para compreender a realidade humana.

Este estudo mostra que hd necessidade dos alunos serem habituados a resolver atividades
matemdticas, de resolucdo de problemas, através de abordagem diversificadas, que promovem
da utilizacdo de PA e de PD. De acordo com NCTM (2007) “representacdes distintas focam,
geralmente, aspetos diferentes de relacdes e conceitos complexos” pelo que, para se tornarem
conhecedores de conceitos matemdticos, “os alunos necessitom de uma diversidade de
representacdes que suportem a sua compreensdo” (p. 77).
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