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Resumo:

O presente escrito discute as duas primeiras fases da Engenharia Didatica, amparada a teoria
de ensino, Teoria das Situagdes Didaticas, com o viés de desenvolver um estudo acerca do
processo de hibridizagdo dos numeros triangulares, através de situacbes didaticas de ensino
com base nas duas primeiras fases da Engenharia Didatica. Considerado ausente em muitos
conteudos explorados na area de ensino e em Histéria da Matematica, o objeto de estudo,
referente aos numeros hibridos triangulares, é apresentado nesta pesquisa, de forma a discutir
algumas propriedades matematicas, além de evidenciar alguns elementos de ordem episte-
molégica, cognitiva e didatica. Indubitavelmente, sdo exploradas duas situacbes-problema,
relacionadas a forma de visualizagdo desses numeros por meio de softwares e, sobre a sua
funcdo geradora, amparadas as fases da teoria de ensino, destacando ainda possiveis com-
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portamentos dos estudantes em cursos de formacao inicial de professores. E valido ressaltar
que sao analisados determinados elementos, diante de uma possivel analise a posteriori da
Engenharia Didatica.

Palavras-chave: Engenharia Didatica; Ensino; Numeros hibridos triangulares; software; Teoria
das Situagdes Didaticas.

Abstract:

This paper discusses the first two phases of Didactic Engineering, supported by the teaching
theory, Theory of Didactic Situations, with the aim of developing a study about the hybridization
process of triangular numbers, through teaching didactic situations based on the first two Didac-
tic Engineering phases. Considered absent in many contents explored in the area of teaching
and in the History of Mathematics, the object of study, referring to triangular hybrid numbers,
is presented in this research, in order to discuss some mathematical properties, in addition to
highlighting some epistemological, cognitive elements and didactic. Undoubtedly, two problem
situations are explored, related to the way of visualizing these numbers through software and,
regarding their generating function, supported by the phases of teaching theory, highlighting
possible behaviors of students in initial teacher training courses. It is worth noting that certain
elements are analyzed, in view of a possible posterior analysis of Didactic Engineering.

Keywords: Didactic Engineering; Teaching; Triangular hybrid numbers; software; Theory of
Didactic Situations.

Resumen:

Este articulo discute las dos primeras fases de la Ingenieria Didactica, apoyada por la teoria
de la ensefianza, Teoria de situaciones didacticas, con el objetivo de desarrollar un estudio
sobre el proceso de hibridacion de niumeros triangulares, a través de la ensefianza de situa-
ciones didacticas basadas en las dos primeras. Fases de ingenieria didactica. Considerado
ausente en muchos contenidos explorados en el area de la ensefianza y en la Historia de las
Matematicas, el objeto de estudio, referido a los numeros hibridos triangulares, se presenta
en esta investigacion, para discutir algunas propiedades matematicas, ademas de resaltar al-
gunos elementos cognitivos y epistemoldgicos. y didactico. Sin lugar a dudas, se exploran dos
situaciones problematicas, relacionadas con la forma de visualizar estos niumeros a través del
software y, con respecto a su funcion generadora, respaldadas por las fases de la ensefianza
de la teoria, destacando los posibles comportamientos de los estudiantes en los cursos iniciales
de capacitaciéon docente. Vale la pena sefalar que se analizan ciertos elementos, en vista de
un posible anélisis posterior de la Ingenieria Didactica.

Palabras clave: Ingenieria didactica; Ensefianza; Numeros hibridos triangulares; software;
Teoria de situaciones didacticas.

Introducgao

Indubitavelmente, sdo encontrados em locus académico, uma certa gama de trabalhos
destacando a dificuldade dos estudantes durante o processo de transi¢cdo da escola para a uni-
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versidade (Alves & Catarino, 2018; Alves, 2016). Tao logo, investigagdes referentes a Didatica
da Matematica, estdo chegando ao Brasil com estudos relacionados ao ensino e pesquisa em
Matematica, pondo em experimentagdo a utilizagcédo de diferentes metodologias (Alves, 2018).

Assim, temos o interesse de abordar dois conteudos matematicos, pouco estudados na liter-
atura na area de ensino, os numeros hibridos e os numeros triangulares, promovendo um contato
dos estudantes com algumas propriedades matematicas, estudadas na Histéria da Matematica
em cursos de formagao inicial de professores.

Com base nisso, temos entdo a problematica dessa pesquisa, sendo justificada pela per-
gunta norteadora: como desenvolver um estudo sobre o processo de hibridizagdo dos numeros
triangulares, realizando situagbes didaticas de ensino que ocasione a investigagdo de definigcbes
e propriedades matematicas, explorando os numeros hibridos triangulares numa perspectiva
epistemoldgica?”. Assim, tracamos o nosso objetivo geral, a saber: desenvolver um estudo acerca
do processo de hibridizagdo dos nimeros triangulares, através de situagbes didaticas de ensino
com base nas duas primeiras fases da Engenharia Didatica (ED).

Ainda assim, visando realizar uma preparag¢ao, modelizagdo e concepgao de sequéncias
didaticas de ensino, diante de uma perspectiva sistematica, temos entdo a aplicagdo da Engen-
haria Didatica, enfatizando as suas duas primeiras etapas. Assim, na primeira etapa é realizado
um levantamento dos referenciais tedricos referente ao objeto de estudo matematico, analisando
a construgao do conteudo de forma cognitiva, didatica e epostemoldgica. Na segunda etapa séo
elaborados situagdes didaticas de ensino, ocorendo ainda uma concepgao em torno dos possiveis
comportamentos dos estudantes. Durante a criagcdo dessas situagdes de ensino, sdo entdo elab-
oradas situagdes-problema, fundamentadas na Teoria das Situag¢des Didaticas, descrevendo os
elementos relevantes de uma possivel situagdo didatico-metodoldgica.

Para o presente artigo, os numeros estudados serdo os numeros figurados, que tiveram
sua origem com os pitagéricos com a tentativa de unir geometria e aritmética buscando uma
relagdo intrinseca entre a natureza, segundo Eves (1969) os membros da sociedade pitagorica
enxergavam tais numeros como entes matematicos de propriedades misticas, mas a esséncia
desses numeros sugere que sado sequéncias numéricas formados a partir de figuras geométricas
organizadas por pontos, de modo que, a medida que a sequéncia aumenta, os pontos podem
ser organizados novamente formando uma nova figura que tem os mesmo componetes da figura
anterior porém com dimensdes maiores.

Os numeros figurados, constituem uma infinidade de sequéncias numéricas, visto que
podemos ter uma para cada figura geométrica conhecida, bastando, para isto, ter o numero
de componentes desta figura como vértices, arestas faces e células, e em que dimensao esta
sera escrita. Assim, podemos ter nimeros figurados relacionados a figuras geométricas em uma
dimensao arbitraria. Vale ressaltar, que as figuras utilizadas s&o politopos, e em sua maioria
regulares, salvo algumas excecdes. Neste trabalho, destacaremos os numeros triangulares ou
seja, a sequéncia em que 0s numeros representam pontos que, quando organizados de forma
equidistante, formam tridngulos.

Por outro lado, tem-se o estudo sobre a generalizagdo de trés conjuntos numéricos: com-
plexos, duais e hiperbdlicos, transformando-os em apenas um numero, denominado por numeros
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hibrido, que nos possibilita em associa-lo com os niumeros triangulares. Com isso, tem-se o objeto
matematico utilizado nesta pesquisa, os nimeros hibridos triangulares.

A utilizacdo de recursos computacionais como forma de facilitar o processo de ensino e
aprendizagem, estdo ocupando cada vez mais espaco na sociedade atual, permitindo alteracdes
no sistema de ensino (Orzechowski & Lopes, 2016). Com isso, serdo utilizados, neste trabalho, os
softwares GeoGebra e o vMaxima, visando uma melhor compreenséao das atividades elaboradas.
Nao obstante, temos que segundo Gabbi e Leivas (2014), “entendemos que partir do conhecimento
adquirido do software GeoGebra e seu emprego na construgdo de conceitos geométricos pode
tornar as aulas dinamicas e atrativas”.

Na seccdo a seguir, é realizada uma contextualizagdo tedrica, em torno dos numeros
triangulares e dos numeros hibridos, elencando os aspectos histéricos e matematicos desses
dois assuntos. Seguimos com a discussdo da metodologia de pesquisa utilizada nesse trabalho,
Engenharia Didatica, e da teoria de ensino, Teoria das Situag¢des Didaticas. Por fim, temos os
resultados da pesquisa, dos quais sdo aplicadas a primeira e segunda fase da Engenharia Di-
datica, elaborando duas situagdes-problema fundamentadas na Teoria das Situa¢cdes Didaticas,
elencando os elementos existentes para uma possivel aplicacdo da analise a posteriori.

Contextualizagao tedrica
Numeros Triangulares

Para abordarmos os numeros triangulares, lembramos que as sequéncias recorrentes po-
dem ser apresentadas de trés maneiras basicas, sao elas: recorréncia, apresetando um numero
em fungdo de seus anteriores; uma férmula para o termos geral, relacionando com um numero
da sequéncia com a ordem em que ele se encontra; e, por fim a fungdo geradora, que apresenta
uma fungdo do tipo F(x)=c,x’ +cx' +c,x” +---+¢,x", x| <1 em que ¢;,C;,CpyenesC, ... SBO OS
termos da sequéncia desejada.

Para a sequéncia numérica (1,3,6,10,...), em que seus numeros podem ser organizados
usando-se a seguinte descricdo: T, =1,7, =3,T, =6,... (Alves, Neto, & Maia, 2012), observamos
que,parancee n>0 :

I =1
T,=3=1+2=1+2
I,=6=3+3=1,+3

T

n+l

=T+ (n 41,1 =1

Tal organizagéo, identifica a recorréncia desses numeros e, quando convertidos em pontos
sugere (Figura 1).
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I 3 6 10

Figura 1. Os quatro primeiros numeros triangulares. Fonte: Elaborado pelos autores
Ainda em relacao a figura, percebemos que:

I =1
7,=1+2

I, =1+2+3

I =1+2+-+n

I =Q+n)+2+n-1)+B+n-2) ou seja: T =

n

Assim, temos: , que é a férmula

n(n+1)
gvezes 2
para um termo qualquer da sequéncia dos numeros triangulares.

Para a funcdo geradora, precisamos de uma recorréncia em que os termos sdo nume-
ros triangulares. Para isso, de acordo com (Deza & Deza, 2012), tomaremos a recorréncia:

T.=T +(n+1)eobservamosque: I, , =7, +(n+2)eT ,=T ,+(n+3).Assim, temos que:
ls=T =T, +(m+3)=1,,-(n+2)
L5=21,,-1,,+1 (D)
Por outro lado, fazendo 7., =7 ., , temos:
Ly =Ty =T, +(n+2)=1, = (n+1)
I, =2-1,,~-T,+1 (I)

Por fim, temos que: ({I)— (1) é:
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Tn+3 _Tn+2 = 2Tn+2 _]:Hl +1_(2Tn+1 _];1 +1)
Tn+3 = 3];”2 _3Tn+1 +]:1
Tn+3 _3]:1+2 +3Tn+1 _Tn =0 (III)

Assim, a fungdo F(x) =c, +¢x+c,x” +¢,x° +++++¢ x"++--, em que ¢, =T,,, pode ser

X _ 2 3 n
escrita como %=F(x), em que S (X) =a, +ax+a,x’ +ax’ +---+a,x" ¢
g(x

g(x)=b, +bx+b,x* +bx* +.-+b x" COM n<m entdo f(x)=g(x)xF(x).

Com isso, vemos que:

a, = b,c,

a, =b,c, +bc,

a, =b,c, +bc, +b,c,
a =byc, +---+b.c,

0=b,c, +--+b

n+l

o

n+l

0=b.c

C,n T b . +bc +bc  +-+b

n+2

¢, =b,1,

n+3

+b1,

n+2

+b,T

n+l

n+l +b3]:1

Entdo, b, =0 para i>3 e, com base na recorréncia (III), podemos afirmar que
g(x)=1-3x+ 3xt—x* = ( —x)3, pois seus termos sdo os coeficientes que aparecem na recorréncia.
Logo, f(x)=a,+ax+a,x’,pois n<m e, dy=11=1a=13-3-1=0,a,=1-6-3-3+3-1=0.
Sendo assim, f(x)=1 e I'(x)= 0_%)3 que ¢ a fungéo geradora para os nimeros triangulares.
Porém, seus termos aparecem como F'(x) = 1, +T2x+~--+7;x”71, para que os termos se apresen-
tem com os expoentes correspondendo a posigdo do nimero, basta considerar f(x)-Xx ou seja
F(x)=—2

(-x)
a fungéo dada (Figura 2).

Para comprovar essa afirmacgao, usaremos o software vMaxima para apresentar
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DEdaxiDD @O >o @
[ ——> x/(1-x)"3

(311) taylor(x/(l1-x)"3, x, 0, 50);

(501) /T/ x+3 x%+6 x°+10 x31+15 x°+21 x+28 x7+36 x%+45 x7+55 x10 166 x11 +
78 x12 491 x13 4105 x4 4120 x1°+136 x194+153 x1 7 +171 x18 1190 x1?+210 x20 4231
211253 %x221276 x23 4300 x24 4325 x2° 1351 x2© 4378 %27 1406 x2® +435 x2? 1465
x291496 x31 1528 x32 4561 x221595 x4 1630 x°° 1666 x°°+703 x> +741 x>8 1780

x224820 x*Y4861 %11 4903 x?2 4946 x*34+990 x4 41035 x*° 41081 x?°+1128 %7+
1176 x2% 41225 x*9 11275 x4 . ..

Figura 2. Funcao geradora dos numeros triangulares no software vMaxima.
Fonte: Elaborado pelos autores

Por fim, apresentaremos os comandos no software geogebra, que exibem a sequécia de
numeros triangulares, para que o estudante seja capaz de entender a estrutura utilizada para cada
fase da montagem da figura. Diante disso, separaremos em trés fases basicas, sédo elas: o ponto
inicial, a lista gerada por esse ponto formando uma sequéncia linear diante do eixo x, e, por fim, a
lista gerada a partir da lista anterior que forma um tridngulo de pontos. Para isso, temos a Figura 3:

Arguivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

%- .A-ca / "‘jﬁ I:\’ @ @ ud}. X i:E ‘_:H

¥ Janela de Algebra | | » Janela de Visualizagdo
_ {1
v (_l]_) k=7 10
. k="l' ﬁ
— (05 1
Y= (UB?)
® A=(1,0)

1= {1, 0), (2, 0), (3, 0), (4, 0), (5
triangulos = {{{1, 0}, (2, 0), (3, 0 44
f=28

P
T T T T T {_— T T
-10 -2 -G -4 -2 0 2 4 5]

Figura 3. Ponto A para a construgdo dos numeros triagulares no software geogebra.
Fonte: Elaborado pelos autores
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O primeiro passo da montagem de uma sequéncia de numeros triangulares, € o ponto A,
de coordenadas (1,0) e o botéo deslizante k. O objetivo do ponto A, é ter um objeto pelo qual se
pode gerar uma lista de objetos semelhantes, ja o botdo deslizante k, tem por finalidade gerar o
k-ésimo numero de tal lista. O segundo passo € criar uma lista através desse ponto, usando os
comandos “sequéncia”, “transladar” e inserindo o objeto, no caso o ponto A. Vale lembrar que,
devemos criar um vetor u = (1,0), por onde a sequéncia gerada pelo objeto “ponto A” sera tran-
ladado, gerando a seguinte Figura 4.

Arguivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

[%- .A-a / ":FF I’:\f. @ @ ‘é‘ X i:E Q.

» Janela de Algebra #/ | ¥ Janela de Visualizagao
_ {1
- (2
. k:T ﬁ
_ {05 &
Y= (n.a?)
® A=(1,0) &4
® 11={(1,0),(20)(3,0)(4,0)(5

triangulos = {{(1, 0}, (2, 0}, (3, 0]
f=28

-10 -2 -G -4 -2 [u] 2 4 [ =] 10

Figura 4. Lista de pontos para a constru¢cao de numeros triangulares com o software geogebra.
Fonte: Elaborado pelos autores

Esta lista corresponde a base do tridngulo. Observe que o numero de pontos ja depende
de k, entdo deveremos criar outra lista, que transladara por outro vetor, e usando outro objeto,
no caso a lista de pontos. Vale lembrar que, deveremos utilizar outro comando, chamado de
“parte da lista”, pois cada termo criado devera ter um ponto a menos que a anterior, para gerar
o tridngulo, assim temos a proxima e ultima Figura 5.
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N BY 12 )l [P N

b Janela de Algebra X

*= (o)

® k=7

= (a3)

A=(1,0)

® 11={1,0),(2,0),(3,0),(4,0)(5

® triangulos = {{(1, 0}, (2, 0), (3, 0]
f=28

» Janela de Visualizagdo

k=7
®

&)

Lista triangulos

2 4 [ 8 10 12 14 16

Sequéncia(Transladar(ParteDaLista(l1, 1, k- i), Vetor(vi)), i, 0, k- 1)

Propriedades. ..

o]

oK Cancelar

Figura 5. Visualizagdo dos numeros triagulares via software geogebra.
Fonte: Elaborado pelos autores

Aplicar

Desta maneira, temos a visualizagéo da sequéncia de numeros triangulares apresentadas
pelo software geogebra, que pode ainda ter uma férmula escrita usando o botdo deslizante k,

e a formula para o termo geral, para mostrar que, de fato, o numero de pontos que aparecem,
correspondem a sequéncia desejada.

Numeros Hibridos

Os numeros hibridos representam um conjunto dado pela jungdo de outros trés con-
juntos, sendo eles: complexos, duais e hiperbdlicos. Esses niumeros foram combinados entre
si, resultando em novas definicdes e propriedades inerentes a eles. Apresentado primordial-
mente por Ozdemir (2018), onde esse optou por chama-los de numeros hibridos, em vez de,

numeros generalizados.

Definigcdo 1. Um numero hibrido é definido por:
K ={a+bi+ce+dhi’=-1,& =0,h>=1,ih=—hi=¢g+1}

sendo a, b, c e d numeros reais.
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A partir disso, € possivel realizar algumas opera¢gdes com os numeros hibridos, tais como:
igualdade entre numeros hibridos, adi¢cédo, subtragdo, multiplicacdo por escalar e o produto dos
numeros hibridos. E possivel ainda apresentar outras propriedades inerentes, tais como: conju-
gado do numero hibrido, carater, norma e forma matricial.

Este conjunto vem sendo estudado recentemente nos trabalhos de Catarino (2019),
Cerda-Morales (2018), Szynal-Liana (2019; 2018) através do processo de hibridizagédo de
sequéncias lineares recorrentes e, por Carvalho (2019) como uma alternativa de visualizagao
desses niumeros por meio de softwares.

Metodologia

A metodologia de pesquisa utilizada nesse trabalho foi a Engenharia Didatica, sendo jus-
tificada pelo fato dessa estudar os processos de ensino e aprendizagem de determinado objeto
matematico (Almouloud, 2007). Surgida no inicio dos anos 80, como uma metodologia para in-
vestigar a Didatica da Matematica, a Engenharia Didatica, valoriza entao as praticas do professor,
observando como as pesquisas podem ser utilizadas em processos que estudam o processo de
ensino e aprendizagem de determinado objeto matematico (Santos & Alves, 2017).

Essa metodologia é entao dividida em dois niveis, microengenharia e macroengenharia, onde
a primeira refere-se aos fendmenos que ocorrem em sala de aula; Ja a segunda, preocupa-se com
os fendmenos existentes no processo de ensino e aprendizagem (Artigue, Douady & Moreno, 1995).
Assim, essa pesquisa utiliza a microengenharia, com o viés de desenvolver teoremas e proprie-
dades referente aos numeros hibridos figurados para cursos de formagéo inicial de professores,
explorando o processo evolutivo de conteudos em Histéria da Matematica.

Desse modo, o professor deve realizar planejamentos, de acordo com as quatro fases dessa
metodologia, sendo elas: analise preliminar, concepg¢ao e analise a priori, experimentagdo, analise a
posteriori e validagéo. Vieira, Alves e Catarino (2019), relatam que “na primeira fase, a fase das ana-
lises preliminares, sao levantados os referenciais tedricos da pesquisa, para que possam prosseguir
os estudos em relagéo ao conteido matematico abordado”. E interessante que, a partir do objetivo
da pesquisa e do objeto de estudo, sejam pesquisados em livros e artigos, que tratam do conteudo
matematico em questao. So6 depois, é que devem ser selecionados determinados teoremas e proprie-
dades, para serem abordados posteriormente, realizando assim uma transposigao didatica do conteudo
selecionado. Santos e Alves (2017), afirmam ainda que nesta fase trés elementos devem ser consid-
erados, os de ordem epistemoldgica, observando a evolugéo histérica do objeto de estudo; didatica,
referente a maneira como o conteudo é repassado aos estudantes e cognitiva, caracterizada diante da
analise das atividades propostas, observando o conhecimento dos estudantes em relagédo a tematica.

A segunda fase, concepcgdo e anadlise a priori, segundo Alves, Vieira, Silva e Mangueira (2019):

“A segunda etapa denominada analise a priori e construcdo da situagdo didatica é o momento

de responder as questées levantadas na fase anterior, a partir das variaveis que irdo permitir ao
pesquisador/professor subsidios para a construgdo da situagdo didatica e, a partir da vivéncia, por
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parte do aluno, superar os obstaculos encontrados no processo de aprendizagem” (Alves, Vieira,
Silva, & Mangueira, 2019, p. 12).

Nessa etapa sdo determinadas as variaveis referente ao objeto de estudo, podendo ser
macrodidaticas, relacionadas a estrutura geral da Engenharia Didatica, ou microdidaticas, referente
ao local da Engenharia. Com base nisso, sera utilizada, nessa pesquisa, a variavel microdidatica,
observando os elementos de uma situagéo especifica (Oliveira & Alves, 2018).

Recomenda-se ainda que nesse momento os conceitos que serdo investigados sejam abor-
dados em forma de situagdes-problema, tornando o estudante como membro ativo do processo de
ensino e aprendizagem. A vista disso, sente-se a necessidade de utilizar uma teoria de ensino,
sendo portanto, selecionada a Teoria das Situagdes Didaticas (Brousseau, 1986). Ressalta-se
ainda que nessa etapa, sdo considerados possiveis comportamentos dos estudantes, em torno
das situagdes didaticas de ensino, para entdo serem utilizadas posteriormente.

Uma sequéncia didatica, é definida por Pannuti (2004) como:

“A sequéncia didatica é uma outra modalidade organizativa que se constitui numa série de agbes
planejadas e orientadas com o objetivo de promover uma aprendizagem especifica e definida.
Essas agbes sdo seqlienciais, de forma a oferecer desafios com o grau de complexidade crescente,
para que as criancas possam colocar em movimento suas habilidades, superando-as e atingindo
novos niveis de aprendizagem” (Pannuti, 2004).

A terceira fase, experimentagao, € o momento em que serdo aplicadas as situacdes dida-
ticas de ensino, realizando registros fotograficos, gravacdes de audios, filmagens, entrevistas e
etc. Almouloud e Silva (2012) afirmam que

“consiste na aplicagdo da sequéncia didatica, tendo como pressupostos apresentar os objetivos e
condigbes da realizagdo da pesquisa, estabelecer o contrato didatico e registrar as observagées
feitas durante a experimentagdo” (Almouloud & Silva, 2012).

E importante notar que nesse momento deve-se estabelecer o contrato didatico, sendo
portanto, os comportametnos esperados dos estudantes pelos professores e vice-versa. Deve-
se haver ainda um acordo entre o professor e os estudantes, durante as situagdes didaticas de
ensino ocorridas em sala de aula (Brousseau, 1986).

A ultima fase, analise a posteriori e validagao, diante dos dados coletados na fase anterior,
sao realizados confrontos desta fase, com a concepgao e analise a priori, comparando os resul-
tados esperados com os obtidos. Alves (2018) relata ainda que

“A analise a posteriori permite prever se o meio, se o cenario demarcado para o desenvolvimento
das sequéncias, permitiu a determinacéo de informagdées representativas e ndo secundarias para

a investigaggo” (Alves, 2018).

A validacédo pode ocorrer de forma interna ou externa, onde na primeira s&o analisados
somente os dados em que foi aplicada a Engenharia Didatica. Na validagéo externa séo levados
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em consideracao as turmas em que utilizaram a Engenharia Didatica, e as que nao utilizaram tal
metodologia, comparando os resultados obtidos com os esperados.

A teoria de ensino utilizada, Teoria das Situagcdes Didaticas, estuda as agdes voltadas
ao conhecimento e as relagdes entre o professor e os estudantes vivenciadas em sala de aula
(Brousseau, 1986). O objeto de estudo utilizado nessa pesquisa, envolve a interagéo entre os
trés elementos do tridngulo didatico, estudado por Brousseau (1986), sendo portanto sustentado
por trés pilares, professor, aluno e o saber (Figura 6).

CRIAR E APRENDER COM
ORGANIZAR m A ADAPTACAO

PROFESSOR

PROMOVER ENGAJAR
UMA OS CONHECIEMNTOS
APRENDIZAGEM MATEMATICOS
SIGNIFICATIVA ENVOLVIDOS

Figura 6. Triangulo didatico. Fonte: (Santos & Alves, 2018, p. 203)

Esse processo possui como desafio proposto ao professor elaborar situagbes de ensino,
sem entao revelar a intengdo de ensinar aos estudantes, evoluindo na construgao de seus pré-
prios conhecimentos. Assim, temos a divisdo dessa teoria em quatro fases, sendo elas: agao,
formulacgéao, validagao e institucionalizagao.

Na fase da acgéo, os estudantes irdo deparar-se com a situagao-problema proposta, buscando
em seus conhecimentos prévios, possiveis resolugdes para a atividade. Alves (2018) afirma que
“os alunos manifestam uma ag¢ao em situagéo, na condigdo em que a situagao problema manifeste
um sentido e desperta o interesse dos mesmos”.

A formulagao, acontece através da troca de informagdes entre os estudantes, utilizando
uma linguagem mais apropriada, porém ainda sem utilizar a linguagem formal (Teixeira & Passos,
2013). Vieira, Alves e Catarino (2019) resumem essa fase como:

“Pode-se resumir que durante esta situagao, os discentes irdo transformar as ideias obtidas durante
a situagdo da agdo, e transforma-las em uma linguagem mais adequada, visando realizar conjec-
turas, teoremas e propriedades do assunto matematico abordado” (Vieira, Alves & Catarino, 2019).

Na fase da validacao, os estudantes irdo convencer os interlocutores sobre os argumentos
referentes as solugdes obtidas, passando a utilizar uma linguagem mais formal. Demonstracdes e
mecanismos matematicos devem ser utilizados para provar a veracidade dos argumentos e discus-
sOes. Silva e Alimouloud (2018), relatam que nesse momento “o estudante deve mostrar a validade
de seus argumentos, submetendo a mensagem matematica ao julgamento de um interlocutor”.
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Durante a fase da institucionalizagédo, segundo Santos e Alves (2017), “o professor deve
fixar convencionalmente e explicitamente o estatuto cognitivo do saber’. E nesse momento em
que a intengao da atividade proposta é revelada aos estudantes, além de validar as resolugdes
obtidas pelos estudantes, verificando e discutindo os procedimentos realizados. Alves (2016),
revela ainda que nesta fase:

“Desse modo, tendo em vista tornar oficial determinado saber e indicar a relevdncia de incor-
pora-lo ao patrimdnio cultural da classe, o seguinte teorema devera ser enunciado e, em ade-
quacgdo ao publico de interesse (alunos de licenciatura ou bacharelato), pode ser demonstrado”
(Alves, 2016, p. 106).

Ademais, apds uma breve discussao sobre as fases desta teoria de ensino e, da metodologia
de pesquisa aplicada, damos inicio aos resultados desse projeto, por meio das duas primeiras
fases da Engenharia Didatica, sem ocorrer prejuizo das demais fases.

Resultados

Os resultados serao apresentados com base na Engenharia Didatica e amparado pela Teoria
das Situagbes Didaticas. Devemos, para isso, descrever as situagdes didaticas referente ao objeto
matematico, evidenciando a abordagem utilizada e buscando corresponder os passos da Teoria
das Situacbes Didaticas: acao, formulacdo, validacao e institucionalizagcédo sobre a hibridizacéo
dos numeros triangulares.

Analise Preliminar

Nesta fase, sdo apresentados os resultados do processo de hibridizagdo dos numeros
triangulares, referentes a juncéo de dois conteidos matematicos, obtidos a partir do levantamento
bibliografico em torno dos numeros triangulares e numeros hibridos. Com tudo, tem-se o intuito
de explorar as concepgdes matematicas desses numeros hibridos triangulares, evidenciando
conceitos matematicos relevantes, além de incorporar elementos de ordem epistemoldgicas,
possibilitando que este conteudo possa ser explorado em situagdes de ensino.

Definigdo 2. O nimero hibrido triangular, denominado por H7 , é definido como:

,HTL :71! +711+1i+7;1+28+7;1+3h7n 21

com as condigdes iniciais iguais a: HI} =1+3i+6&+10h, HI, =3+6i+10+15h e
HF, =6+10i+15¢ +21h.

Definigdo 3. A formula de recorréncia do hibrido triangular, para n > 1, ¢ definida como:
HT . =HT +[n+(n+1)i+(n+2)e+(n+3)h+1+i+e+h]
Por outro lado, pode-se apresentar uma recorréncia homogénea.
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Definigdo 4. A formula de recorréncia homogénea do hibrido triangular, para n >1, é defi-
nida como:

HT

n+3

=3HT

n+2

-3HT

n+l

+HT,

Tendo como base os numeros hibridos, pode-se expor novas definigdes e propriedades
matematicas para os numeros hibridos triangulares, tais como: carater, norma, matriz e a relagao
existente entre a norma e matriz desses niumeros.

Definicdao 5. O carater do numero hibrido triangular, denominado por C(HTn), € apresen-
tado por:

C(H];):—ST2 -97* +167...T

n+l n+2 n+l" n+2

—~6T,(T,., +7,..)

n+2 n

2, é dada por:

Definigdao 6. A norma de um numero hibrido triangular, ||HTn

P -81%, —91, +167, T

n+2 n+l" n+2

|HT,

—61,(T,., +1,,,)]

n+2 n

Definigdo 7. Uma matriz do nimero hibrido triangular, com n > 1, é definida como:

_ Tn +Tn+2 _2]:1+1 + 2Tn+2 + ]:1
Pm =\ 4y _ar 4T T -7

n+2 n+l n+2
Propriedade 2. O determinante da matriz hibrida € igual a sua norma:
det(@y,; ) = |HT,

Pode-se ainda, apresentar a formula do termo geral dos numeros hibridos triangulares, a
partir dessa expresséo, calculando qualquer numero hibrido triangular sem depender da recor-
réncia e seus termos iniciais.

Teorema 1. O termo geral dos nimeros hibridos triangulares, n >1 é dado por:

2

B n(n+l)+(n+1)(n+2)l_+(n+2)(n+3)6+(n+3)(n+4)h
2 2 2 2

HI,

E ainda, pode-se exibir a fungdo geradora desses numeros triangulares, sendo esta
fungcado dada por uma série de poténcias, na qual os seus coeficientes apontam informacgdes
sobre sua sucesséao.

Teorema 2. A fungédo geradora dos numeros hibridos triangulares é apresentado como:

(1+(3=3x+x")i +(6—8x+3x%)e+(10—15x+ 6x*)h)x
(1-x)

Usando o software vMaxima para comprovar, temos a Figura 7 a seguir:

HT(x)=
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@ wiMaxima 13.042 [ ndo salvo* |

Arquivo Editar Céluls Maxima Equagdes Algebra Calcule Simplificar Grafico Numérico  Ajuds

IE@dexliDORI6|>o |®

[ (211) rectform((1+(3-3%x+x"2)*i+(6-8*x+3%x"2) *et (10-15+x+6+x~2) *h) *x/ (1-x)~3) ; 1
xln(6x2-15x+10)+e(3x2 8 xr6)+1(x2 -3 x+3)+1)

(1-x)°

(%01)

(313) taylor ((1+(3-3%x+x"2) *i+(6-8%x+3*x"2) *et (10-15%x+6%x"2) *h) *x/ (1-x) ~3, x, 0, 20);
(203) /T/ (31+10h+6 e+1)x+(6 i+15 h+10 e+3)x°+(10 1 +21 h+15 e+6) x> +(15 1+28 h+21 e+10)x" +
(201 1436 h+28 e+15)x°+(28 1+45 h+36 e+21)x°+(36 1455 h+45 e+28) x ' +(45 1 +66 h+55 e+36)x° +
(55 1+78 h+66 e+45)x°+(66 1+91 h+78 e+55)x 0 +(78 1+105 h+91 e+66)x 1 +(91 1+120 h+105 e+78) x'?
+{105 1+136 h+120 e+91) x13 +(120 14153 h+136 e+105)x 1 +(136 1+171 h+153 e+120) x>+
(153 14190 h+171 e+136)x 8 +{171 14210 h+190 e+153)x1 7 +(190 1 +231 h+210 e+171) x5 +
(210 14253 h+231 e+190)x 2 +231 14276 h+253 e+210)x°0 +. ..

Figura 7. Funcao geradora dos numeros hibridos triangulares no software vMaxima.
Fonte: Elaborado pelos autores

A seguir, descreveremos a aplicagao duas primeiras fases da Engenharia Didatica, em
associacao com a Teoria das Situagcdes Didaticas, elaborando situacdes didaticas de ensino,
discutindo-as com base em possiveis resultados em curso de formacéo inicial de professores
de Matematica.

Concepgcao e analise a priori

Nas segdes anteriores, foram realizados estudos sobre os numeros triangulares e os nimeros
hibridos, para assim, desenvolver o processo de hibridizagcdo dos numeros triangulares. Com isso,
baseados nos teoremas e propriedades matematicos apresentados anteriormente, foram desen-
volvidas duas situacdes didaticas de ensino, fundamentadas na Teoria das Situagdes Didaticas,
com o intuito de estimular os alunos a desenvolverem estratégias de solu¢des, considerando seus
conhecimentos prévios. Nesta fase, é selecionada a variavel didatica utilizada nesta pesquisa,
sendo entdo a microdidatica, uma vez que sao observados somente os elementos referentes ao
objeto de estudo matematico.

Situacao-prolema 1: Os numeros triangulares podem ser visualizados a partir do software
GeoGebra. Com base nisso, apresente possiveis passos por meio dos comandos ja observados,
com o intuito de construir uma forma de visualizacdo dos numeros hibridos triangulares, em re-
lacdo aos coeficientes reais de cada termo, por meio desse software.

Acao: Nesta fase, sdo apresentados inicialmente aos estudantes, o problema que sera
solucionado, a visualizacdo dos numeros triangulares utilizando o software, comandos que seréo
utlizados, um resumo da finalidade de cada um, e ainda, a formula do termo geral dos numeros
hibridos triangulares. O estudante, no entanto, n&o precisa desenvolver os comandos no software,
pois isso demanda conhecimento do mesmo e nao é esse o foco da questao, o objetivo é entender
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como a construgdo se da alterando os valores dentro do software, modificando ou transpondo
informac¢des vindas da formula do termo geral.

Diante do problema proposto e das informacdes dadas, espera-se que os alunos rela-
cionem os coeficientes encontrados na formula do termo geral com a figura apresentada, bem
como, identificar o que pode ser feito ao triangulo construido no software para que este seja
duplicado, porém com uma unidade maior do que o anterior, isto €, se 0 numero apresentado for
o terceiro numero triangular, sua cépia devera ser o quarto numero triangular. Dispondo apenas
de conhecimentos prévios adquiridos em outras etapas da sua vida estudantil, nesse momento
é fundamental que os estudantes criem associagdes entre si, auxiliando-os nas formulagdes de
possiveis respostas.

Formulacdo: Diante da situagdo-problema, espera-se que os alunos tirem as primeiras
conclusdes matematicas sobre a relagdo dos coeficientes no termo geral e, sua relagédo com o
triangulo visto no software. E possivel que alguns estudantes percebam que ao alterar algum
numero da lista de pontos do geogebra, gera-se um novo tridngulo que corresponde ao termo
sucessor. Nesta fase, os estudantes fazem anotagdes que ainda ndo tem um rigor matematico, a
ser seguido com um tratamento do software, pois eles podem esquecer a necessidade de cons-
trucdo de outros vetores para que a nova figura aparegca em outra diregcao. Os testes realizados
junto ao software podem apresentar a seguinte Figura 8:

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

[x] &~ 2 Bl & e A @) £) N wec] <)

} Janela de Algebra o [ | b Janela de Visualizagéo 3D

11 ={(1,0),12,0), (3, 0), (4,0, (5

Figura 8. Possivel visualizagdo dos numeros hibridos triangulares feita pelos alunos.
Fonte: Elaborado pelos autores

Esta figura n&o seria o resultado almejado, visto que, é plotado um tridngulo com algumas
cores diferentes e ndo expressaria exatamente os quatro coeficientes.
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Validacao: Nesta fase, almeja-se que o estudante ja tenha entendido que as possiveis visu-
alizacdes partem de alguns principios, tais como: a variagdo do numero presente em cada lista, o
vetor que apresenta a diregao e as cores de cada lista. Vale salientar que, as cores sao apenas
para diferenciar um ndmero do outro, o que seria uma espécie de legenda de cada coeficiente
dos numeros complexos, duais e hiperbdlicos. A partir dessas informacdes, o estudante estara
apto a realizar a construcao junto ao professor. As pdssiveis figuras que poderiam ser construidas
com a modificagao da lista e dos vetores, serdo apresentadas a seguir:

N o\ &
.‘\\ .'G%? :'Q
~ A\ N
N 5 o
LN . -

Figura 9. Etapas da rotacdo dos numeros hibridos triangulares. Fonte: Elaborado pelos autores
A Figura 9, apresenta a visualizagao da rotagdo dos numeros hibridos triangulares, na qual,

as cores representam: verde (reais), vermelha (complexos), amarela (duais) e azuis (hiperbdlicos).
A seguir apresentaremos a Figura 10 sem edicao e dentro do software GeoGebra.
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8

Figura 10. Possivel representagdo dos numeros hibridos triangulares no software geogebra.
Fonte: Elaborado pelos autores

Outra possivel construgédo, ndo leva em conta a visualizagdo em 3D, ou seja, os vetores
sugeridos para a construgao estariam dentro da janela 2D, assemelhando-se com as Figuras11e 12.

agulares hibridos.ggb
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; B
*||la=2
)AL elof 4l =)+ -
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_ [us
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A=(1,0) e
11={(1,0), 2,0), (3,0, (4, 0),(5,0), 6, 0), | =
® driangulos = {{(1, 0, (2, 0), (3, 0), (4,0), (5, o
n=3
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v = (*“-‘”)
05
0
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" (1) R, =28
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0
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14={(-1,0},(-2,0},(-3,0), (-4, 0), (-5, 0), (6
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“- 42
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>

<

Figura 11. Outra possivel construgdo dos numeros hibridos triangulares. Fonte: Elaborado pelos autores
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Figura 12. Outra possivel constru¢do dos numeros hibridos triangulares 2D e 3D.
Fonte: Elaborado pelos autores

As figuras 11 e 12, apresentam os coeficientes dos numeros hibridos triangulares, com uma
vantagem, a janela 2D ja exibe todos os valores, sendo a janela 3D usada apenas como efeito
de animacgéo e visualizacdo. Vale salientar que, a cor verde representa os numeros reais, a ver-
melha os numeros complexos, as azuis os numeros duais e amarelas os numeros hiperbdlicos.

Institucionalizagdo: Esta fase é a Unica da Teoria das Situagbes Didaticas em que o pro-
fessor se expressa, com o intuito a realizar um caminho didatico que explique a construgéo do
conhecimento dos alunos, acrescentando algumas informagdes que nao foram observadas pelos
alunos e retirando possiveis argumentos que nao teriam relevancia no aprendizado. O professor
pode optar por realizar a constru¢cado da figura enquanto explica o caminho metodolégico que
deveria ser seguido, desta maneira os estudantes poderiam ter uma sintese do que foi discutido,
buscando outras propriedades ou construgdes, a partir das novas informagdes apresentadas.

Situacao-problema 2: Na funcédo geradora dos numeros triangulares, os seus coeficientes
apresentam informacgdes retiradas da recorréncia linear homogénea. Encontre a fungédo geradora
dos numeros hibridos triangulares e confirme a sua veracidade, utilizando o software vMaxima.

Acédo: Diante do problema apresentado, os estudantes terdo de observar a construgdo da
funcdo geradora dos numeros triangulares e a sua relagdo com a recorréncia. Nesse momento,
€ esperado que os estudantes busquem uma relacdo que poderia facilitar o céalculo, dispondo
assim de trés formulas, sédo elas: fungdo geradora dos numeros triangulares, recorréncia linear
homogénea dos numeros triangulares e hibridos triangulares.

Formulagao: Nesta etapa, € esperado que o aluno ja tenha realizado algumas observagdes
e questionamento, sem o uso das definicdes matematicas desejaveis, sendo possivel identificar
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alguns padrdes, como: o fato de um numero hibrido triangular ser a adicao de quatro termos, dos
quais os coeficientes sao reais, ou seja, a fungdo geradora podera ser apresentada como a soma
de quatro funcdes geradoras de numeros triangulares, com valores iniciais diferentes. Assim,
enquanto os valores iniciais dos numeros reais sdo 1, 3 e 6, os valores iniciais da sequéncia que
forma a parte complexa, sao formadas pelos numeros 3, 6 e 10, e assim sucessivamente, para
0s numeros duais e hiperbdlicos.

Validagao: Para validar as afirmagdes realizadas anteriormente, o estudante podera perceber
que ja existe a fungédo geradora para os numeros reais, realizando os seguintes calculos para os
numeros complexos, duais e hiperbdlicos:

Funcgao geradora da parte complexa:

2
a, +a,x+a,x
2 3
b, +bx+bx" +bx

S . -2
=yl + X+ CyIx" 4

Mudando apenas os valores iniciais, a fungédo do denominador sera a mesma, visto que se
refere aos coeficientes da recorréncia. Logo, apenas a fungdo do numerador ira alterar-se, ou seja:

a,=1-3

a,=byc, +bc,=1-6-3-3=-3

a,=b,c, +bc,+b,c,=1-10-3-6+3-3=1

(3—3x+x2)i
(1-x)’

Sempre lembrando que, as fungdes deverédo ser multiplicadas por x, para que nao tenhamos o
. 0
coeficiente de x .
Para a fungéo geradora dos termos duais, tem-se:

a,=1-6=06

a,=byc, +bc,=1-10-3-6=-8

a, =b,c, +bc, +b,c,=1-15-3-10+3-6=3
(6-8x+3x")e

(1-x)’
Por fim, a funcédo dos termos hiperbdlicos sdo expressos como:

a,=1-10=10
a,=byc, +bc,=1-15-3-10=-15
a,=byc, +bc,+b,c,=1-21-3-15+3-10=6

Entao, a fungdo geradora da parte complexa é apresentada como: Fi(x) =

Com isso, a fungao desses termos é dada por Fe(x) =

(10—15x+6x2)h
Ou seja, Fh(x)= )
—X

por x ,obtemos a fungdo geradora dos numéros hibridos triangulares definida como:

. Agrupando as quatro fun¢bes e multiplicando-as
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) = (1+(3=3x+x")i+(6-8x+3x*)e+(10—15x+6x7)h)x

(1-x)
esta é a fungdo geradora dos numeros hibridos triangulares e, ja foi comprovada com o auxilio
do software vMaxima.

Institucionalizacao: Os calculos discutidos e apresentados, relatam que a institucionalizagao
pode ser vivenciada pelo professor no momento da sua exposicdo. No entanto, deve-se destacar
que, caso o estudante apresente as suas consideragdes, esta fase pode ser apresentada como
um resumo da questdo, sempre pontuando o fator mais importante como sendo a retirada de
alguns argumentos que nao colaborem para a formulagao.

. Como ja vimos anteriormente,

HT (x

Elementos para uma possivel analise a posteriori

E nesta fase, que ocorre a analise dos dados coletados durante a aplicagdo da situagées-
-problema propostas. Uma vez que essas néo foram aplicadas, elencamos alguns elementos
relevantes para uma possivel analise a posteriori, fundamentada na Engenharia Didatica, com
enfoque na Teoria das Situagdes Didaticas.

Na primeira situagédo-problema, pode-se destacar uma principal dificuldade para os estudan-
tes, sendo esta, a transposi¢cdo de um conteudo matematico para um conhecimento de software
em que 0s mesmos, provavelmente, ndo tenham o dominio. Neste caso, os estudantes precisam
entender que as formulas utilizadas para o calculo matematico se comportam da mesma forma
no software. Assim, para obter um numero triangular maior que o anterior, € necessario alterar a
féormula em uma unidade, entdo com a utilizagdo do software, o comando devera também sofrer a
alteragcdo em uma unidade. Porém, a falta de conhecimento, com o manuseio do geogebra, pode
trazer a incerteza de formular um possivel comando. Neste caso, o professor deve deixar bem claro
0 que pode acontecer quando os comandos sao alterados e, a fungao de cada um. Se possivel,
deixando os comandos por escrito, para que os estudantes observem melhor o seu comportamento.

Na situacao-problema 2, os alunos podem apresentar dificuldades, caso ndo compreendam
qgue é possivel somar duas fungdes, ou encontrar problemas por tentarem encontrar uma recor-
réncia hibrida e homogénea, o que deixaria o calculo bastante extenso e com grandes chances
de erros ou desisténcias. Para isso, o professor pode recorrer a exemplos de funcdes geradoras,
que podem ser adicionadas para formar outra. Além disso, em alguns casos, € possivel que sejam
utilizadas a soma de dois numeros triangulrares seguidos, gerando nimeros quadrados (sequéncia
do tipo Qn = nz,n € o). Desta forma, os estudantes podem entender certos comportamentos durante
o calculo de uma fungao geradoram tornando-o menos exaustivo e com menos chance de erros.

Conclusoes

A presente pesquisa objetivou realizar uma discusséo entre os elementos tedricos, fundamen-
tados em uma Engenharia Didatica, indispensaveis para um processo de ensino e aprendizagem.
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Realizando uma transposigao didatica em torno do conteido dos numeros hibridos triangulares,
tivemos entdo a aplicagdo das duas fases iniciais da metodologia de pesquisa empregada, am-
parada a teoria de ensino da Teoria das Situacdes Didaticas.

De inicio, foi entdo realizado um estudo referente ao objeto de estudo, separadamente, para
entdo, seguirmos com a juncéo desses dois conteudos matematicos, obtendo assim os numeros
hibridos triangulares. Com isso, foram discutidas algumas definicbes e teoremas matematicos,
sendo portanto, selecionados alguns, para entédo elaborar as duas situagdes-problema exploradas.

Na primeira situagao, tem-se a intencdo de explorar uma visualizagdo dos numeros hibridos
triangulares, através do software GeoGebra. Nessa atividade, os alunos ndo necessitam de dominio
do software para obter éxito, uma vez que as agdes realizadas nesse recurso sao mediadas pelo pro-
fessor, pois o0 objetivo € entender como é desenvolvida a constru¢ao da visualizagdo desses numeros
hibridos triangulares. Porém, é necessario que os alunos tenham a percepg¢ao do comportamento
da formula matematica e, como isso refletir por meio do software. Caso isso ndo ocorra, os alunos
apresentarao dificuldades ao solucionar essa situagao, o que pode ser esclarecido pelo professor.

Na segunda situagéo, tem-se como objetivo encontrar a fungdo geradora dos niumeros hibridos
triangulares, validando-a por meio do software vMaxima. Para que a situagao seja solucionada, os alunos
devem utilizar relagdes matematicas a fim de facilitar o calculo que sera realizado. Assim, é possivel que
existam algumas dificuldades durante a formulagdo da questao, podendo apresentar uma fungao dificil
de ser trabalhada e propensa ao erro. Cabe ao professor, apresentar exemplos e artificios que facilitem
no momento da realizagao dos calculos, validando a fungéo geradora encontrada por meio do software.

Por fim, pretende-se transmitir aos estudantes, neste trabalho, o entendimento referente ao pro-
cesso matematico e epistemolégico dos numeros hibridos triangulares, concorrendo para a evolugéao
dos conceitos matematicos vivenciados durante a pesquisa. Nao obstante, trazemos ainda o papel
fundamental do professor, durante esse percurso metodoldgico, transmitindo elementos relevantes para
o processo de ensino e aprendizagem, fortalecendo a construgdo do conhecimento dos estudantes.
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