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Resumo

O artigo reporta uma experiéncia de ensino com recurso & metodologia da Engenharia Didatica
(ED) aplicada ao ensino e exploracdo da Sequéncia de Padovan. Esta experiéncia foi conduzida
numa turma de licenciatura em Matemdtica no Ceard-Brasil e conta com a participacdo de cinco
estudantes. Foi elaborado um questiondrio contendo trés situacoes-problema, das quais foram
analisadas as resolucdes desses professores em formacdo. De modo especifico, investigou-se,
a partir de conceitos bdsicos referentes a esta sequéncia, a férmula de Binet, funcdo geradora
e construcdo da féormula de recorréncia. Esse fato deu-se na fase de experimentacdo da
ED, sendo entdo complementada, nesta fase, com uma metodologia de ensino (Teoria das
Situacdes Diddticas —TSD). Nas demais fases os dados coletados sdo discutidos, e assim realizada
uma validacdo interna desta pesquisa. Pode-se destacar que os estudantes apresentaram
dificuldades em conjecturar seus argumentos formulados nas fases iniciais. O professor torna-
se entdo responsdvel por intermediar essas discussdes, mediando os estudantes para que haja
demonstracdo e validacdo desses conceitos matemdaticos.

Palavras-chave: Engenharia Diddtica; investigacdo; Sequéncia de Padovan; Teoria das
Situacdes Diddticas.

Abstract

The article reports a teaching experience using the Didactic Engineering (DE) methodology applied
to the teaching and exploratfion of the Padovan Sequence. This experiment was conducted in
a Mathematics undergraduate class in Ceard-Brazil and has the participation of five students. A
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questionnaire containing three problem situations was elaborated, from which the resolutions of
these teachers information were analyzed. Specifically, it was investigated, from basic concepts
related to this sequence, the Binet formula, generating function and construction of the recurrence
formula. This fact occurred in the experimentation phase of DE, being complimented, in this
phase, with a teaching methodology (Theory of Didactic Situations - TSD). In the other phases,
the collected data is discussed, and thus an internal validation of this research is performed. It
can be noted that the students had difficulties conjecturing their arguments formulated in the
early stages. The teacher then becomes responsible for mediating these discussions, mediating
the students to demonstrate and validate these mathematical concepts.

Keywords: Didactic Engineering; investigation; Padovan sequence; Didactic Situations Theory.

Resumen

El articulo informa sobre una experiencia docente utilizando la metodologia de Ingenieria
Diddctica (DE) aplicada a la ensenanza y exploracion de la Secuencia de Padovan. Este
experimento se realizd en una clase de pregrado de Matemdticas en Ceard-Brasil y cuenta
con la participacion de cinco estudiantes. Se elabord un cuestionario con tres situaciones
problemdticas, a partir del cual se analizaron las resoluciones de estos docentes en formacion.
Especificamente, se investigd, a partir de conceptos bdsicos relacionados con esta secuencia,
la féormula de Binet, la funcién generadora y la construccion de la férmula de recurrencia.
Este hecho ocurridé en la fase de experimentacién de DE, complementado, en esta fase, con
una metodologia de ensenanza (Teoria de situaciones diddcticas - TSD). En las otras fases
se discuten los datos recopilados y, por lo tanto, se realiza una validacidon interna de esta
investigacién. Cabe senalar que los estudiantes tuvieron dificultades para conjeturar sus
argumentos formulados en las primeras etapas. El maestro se hace responsable de mediar estas
discusiones, mediar a los estudiantes para demostrar y validar estos conceptos matemdaticos.

Palabras clave: Ingenieria Diddctica; investigacién; Secuencia de Padovan; Teoria de
Situaciones Diddcticas.

Introdugado

Tem-se notado que nos Ultimos anos, muitos professores desenvolvem pesquisas durante suas
respectivas formacdes académicas de pds-graduacdes, e essas acabam por ndo chegar
a sala de aula, seja por falta de contextualizacdo ou pela falta de investigacdo de outros
professores (Vieira & Alves, 2019a). Contudo, muitas pesquisas estdo sendo realizadas para
gue ocorra a melhoria do ensino e aprendizagem em Matemdtica, utilizando metodologias
de pesquisa e ensino para que haja um melhor aproveitamento deste processo.

Diante disso, neste trabalho sdo criadas situagdes-problema possibilitando aos estudantes a
mobilizacdo e a exploracdo de conceitos matemdticos associados e extraidos da Sequéncia
de Padovan, destacando o seu processo de evolucdo e histérico. Vale salientar que este
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conteUudo é pouco conhecido e ausente em livros de Histéria da Matemdatica, onde se
aborda somente uma outra sequéncia, a saber a Sequéncia de Fibonacci. Ficando outras
sequéncias sem serem estudadas, tais como a Sequéncia de Padovan, a qual serd relatada
nesta pesquisa.

Algumas discussdes referentes ao conteldo dos nUmeros de Fibonacci ocorrem em trabalhos
de ensino de matemdatica, realizando um estudo com o objetivo de ensinar as propriedades
relacionadas ao processo histérico e evolutivo desta sequéncia. A Sequéncia de Padovan,
como tantas outras sequéncias, ndo se encontra entre as que os professores mais utilizam
qguando pretendem abordar tépicos relacionados com sucessdes definidas por recorréncia,
possuindo sua grande maioria de trabalhos encontrados apenas em revistas de matemdtica
pura. Com isso, sentiu-se a necessidade de relacionar tal conteldo com a drea de ensino.

Neste trabalho, propbs-se realizar uma transposicdo diddtica deste conteldo, transformando-o
assim num confeldo a ser ensinado, e com isso aprimorando o processo de ensino e
aprendizagem no curso de formacdo inicial de professores.

De inicio é realizada uma abordagem sobre esses nUmeros, onde a partir dai é utlizada uma
metodologia de pesquisa, Engenharia Diddtica — ED de Artigue (1984) surgida na Franca
no inicio de 1980. Vendo a necessidade de utilizar uma metodologia de ensino durante a
aplicacdo deste trabalho, utilizou-se a Teoria das Situagdes Diddticas — TSD de Brousseau
(1986). A ED possui o trabalho similar ao de um engenheiro, onde o professor deverd realizar
planejamentos de acordo com o obstdculo do aluno. A TSD analisa o comportamento dos
alunos durante a experimentacdo, dando um cunho mais investigativo a este processo.

Partindo dos estudos realizados sobre a Sequéncia de Fibonacci, constituiu-se a problemdatica
gue norteou esta pesquisa: Como desenvolver uma ED em associacdo com a TSD através de
estudos sobre o processo evolutivo da Sequéncia de Padovan?

Visando responder a esta pergunta, foram criadas situacdes de ensino e entdo aplicadas no
curso de formacdo inicial de professores, curso de Licenciatura em Matemdtica, na disciplina
de Histéria da Matemdtica com um publico de cinco estudantes.

A seguir, as demais secoes apresentam o desenvolvimento desta pesquisa, iniciando com o
planejamento, detalhando ainda metodologia utilizada, até a experimentacdo e resultados
deste trabalho.

Contextualizagdo tedrica

O presente trabalho apresenta como objetivo geral de desenvolver uma ED em associacdo
com a TSD atraés de estudos referentes ao processo evolutivo da Sequéncia de Padovan.
Visando alcancar o objetivo geral, sdo tracados os objetivos especificos, sendo esses: introduzir
o conteUdo de Sequéncia de Padovan, até entdo pouco conhecido e encontrado na literatura;
explorar através de situacdes de ensino a férmula de Binet, funcdo geradora e construcdo da
féormula de recorréncia da Sequéncia de Padovan, fudamentada na ED e na TSD.
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No decorrer desta pesquisa, adota-se a ED como metodologia de pesquisa, e em sua fase
de experimentacdo utiliza-se a TSD como metodologia de ensino para analisar os dados
coletados. Essa aplicacdo aconteceu na disciplina de Histéria da Matemdtica, no curso de
Licenciatura em Matemdtica de uma instituicao de ensino superior localizada no Ceard-Brasil,
apds andlise curricular das demais disciplinas, sendo entdo selecionada esta pelo fato de
apresentar o conteUdo de sequéncias lineares em sua ementa.

De inicio foi realizada uma breve introducdo histérica, referente & Sequéncia de Padovan,
baseada nos tfrabalhos de Stewart (1996), Voet e Schoonjans (2012), Spinadel e Buitrago (2009).

A Sequéncia de Padovan

Criada pelo arquiteto italiano Richard Padovan (1935- ), essa sequéncia é considerada como
prima da Sequéncia de Fibonacci (Alsina & Nelsen, 2015), sendo a primeira uma sequéncia
linear, recorrente, de terceira ordem e de nUmeros inteiros, em que 0s seus primeiros termos
sdo dados por By =B =P, =1. Assim os seus dez primeiros termos iniciais sédo: 1,1,1,2,2,3,4,5,7.9
(Stewart, 1996). Segundo Vieira e Alves (2019b) esses nUmeros sdo utilizados em esculturas e
formas geométricas podendo entdo realizar uma representacdo geométrica a qual consta
em seu frabalho.

Definigdo 1. A férmula de recorréncia da Sequéncia de Padovan, P, , € dada por:
b=F,+F ;,n23

Weisstein (2009) descreveu o polindmio caracteristico dessa sequéncia, como sendo uma
equacdo de terceiro grau, descrita por:

X =x-1=0
A solucdo para esta equacdo sdo trés raizes, sendo duas complexas e conjugadas e uma raiz

real dada por =i/l+\/I—L+i/l—\/I—L ~ 1,32 . Essa solucdo real € conhecida como
2 4 27 2 V4 27

numero pldstico, denominada por Hans van der Laan, arquiteto que desenvolveu estudos a
respeito desse niumero.

Seja P, asequéncia de Padovan e y a constante pldastica, tem-se que (Spinadel & Buitrago, 2009):
limi =y ~1,32
n—»m Pn
Dando énfase ao processo histérico matemdtico desta sequéncia, pode-se destacar o
holandés Hans Van Der Laan (1904 - 1991) que frequentou o curso de arquitetura na Technische
Hogeschool de Delf. Utilizou a basilica cristd primitiva de abadia como exemplo para freinar
arquitetos na reconstrucdo de igrejas apds a Segunda Guerra Mundial (Voet & Schoonjans,
2012). Laan e seu irmdo buscavam padrdes para a arquitetura através de experimentos com
pedras e depois com materiais de construcdo, e acabaram por descobrir um novo padrdo
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de medidas onde a construcdo desse padrdi se dd através de um nUmero irracional, ideal
para se trabalhar em escala geométrica e objetos espaciais (retdngulos, trapézios, elipses,
e etc). Este nUmero é conhecido como nUmero pldstico ou nUmero radiante, e foi estudado
primeiramente por Gérard Cordonnier. Uma analogia é feita do niumero pldstico em relacdo
d musica: na musica pode-se tocar acordes, com o nUmero radiante é possivel compor
paredes, salas e efc.

A Engenharia Didatica

A ED, segundo Artigue (1988), € uma forma de trabalho diddtico compardavel ao trabalho
do engenheiro que, para realizar um projeto, se apoia em conhecimentos cientificos de
seu dominio, aceita se submeter a um controle de tipo cientifico, mas, ao mesmo tempo, é
obrigado a frabalhar objetos mais complexos que os objetos depurados da ciéncia. O professor
deverd criar um planejamento, de acordo com cada situacdo, para que os alunos consigam
compreender determinados conteddos matemdaticos.

Surgida oficialmente no inicio dos anos 80, durante a investigacdo da Diddtica Matemdatica
(Artigue, 2008), a ED utiliza um esquema experimental criando situacdes diddticas de ensino de
acordo com cada situacdo do estudante, tentando superar assim o obstdculo epistemoldgico
identificado. No caso dessa pesquisa, o obstdculo encontra-se no ensino da Sequéncia de
Padovan, abordando assuntos iniciais a respeito deste conteldo matemdtico, buscando
investigd-lo, evidenciando o seu processo histérico e evolutivo.

Essa metodologia é dividida em quatro fases, andlises preliminares, concepcdo e andlise a
priori, experimentacdo e andlise a posteriori e validacdo (Pais, 2002). Permitindo ainda organizar
uma pesquisa voltada para o ensino de Matemdtica e, estudando a relacdo entre a teoria e a
prdatica, essa estrutura de ensino investiga as situacdes da microengenharia e macroengenharia.

Na primeira fase, a fase das andlises preliminares, sdo levantados os referenciais tedricos
da pesquisa, para que possam prosseguir os estudos em relacdo ao conteldo matemdatico
abordado. Assim, foram levantados artigos que constam na literatura para entdo trabalhar
nas aulas com os estudantes em andlise, antes de aplicar a situacdo-problema proposta.
Alves e Catarino (2019) descrevem ainda esta fase como:

“andlise epistemoldgica e a demarcagdo/definicdo do campo pragmdtico correspondente
aos planos de atuacdo de um grupo de professores de interesse (plano escolar, plano do
posto de trabalho, plano da instituicdo de trabalho), andlise cognitiva e das competéncias
profissionais do grupo controle. Nessa etapa prevemos a identicacdo de obstdculos de
natureza profissional e a compreensdo dos processos de transposicdo profissional envolvendo,
sobretudo, professores estagidrios e professores experientes em um determinado posto de
trabalho.” (Alves & Catarino, 2019, p. 123).

Na segunda fase, a fase de concepcdo e andlise a priori, € escolhida a varidvel que pode ser
microdiddticas ou macrodiddticas. A varidvel macrodiddtica analisa de forma global a ED, j&
a microdiddtica, analisa somente um determinado conteiddo abordado. Neste trabalho serd

CIDTFF - Indagatio Didactica - Universidade de Aveiro




Desenvolvimento
Curricular e Didatica

Indagatio Didactica, vol. 11 (4), dezembro 2019 ISSN: 1647-3582

utilizada a varidvel microdiddtica durante a fase de experimentacdo, visto que existe uma certa
dependéncia em torno do objeto de estudo referente ao ensino da Sequéncia de Padovan.
Sdo ainda selecionados os problemas que serdo aplicados na fase seguinte, com base no
obstdculo dos estudantes, acerca do problema matemdtico estudado. Segundo Pommer
(2013) é recomendado gque os conceitos investigados em sala de aula sejam apresentados aos
alunos em forma de situacdoes-problema, permitindo ao estudante participar do processo de
aprendizagem, além de instigd-lo a resolvé-lo e ter autonomia na elaboracdo de suas estratégias.

Na terceira fase, a fase da experimentacdo, € realizada a coleta de dados. Porém, nesta
fase, ocorre a insercdo da metodologia de ensino, TSD, para que esses possam ser analisados
posteriormente e discutidos com base nessa metodologia de ensino. Segundo Santos e Alves (2017):

“[...Jetapa de aplicacdo das situacdes diddticas e coleta dos dados relativos a pesquisa.
Nesta coleta, podemos fazer uso de varios instrumentais, tais como relatdrios, registros
fotograficos, producdes dos alunos, entrevistas, dentre outros recursos, a fim de formarmos
o corpus da pesquisa.” (Santos & Alves, 2017, p. 450).

Na Ultima fase, a fase da andlise a posteriori e validacdo, é realizada uma andlise e discussdo
dos dados coletados na fase anterior. A validacdo pode ser interna ou externa, porém no caso
desta pesquisa foi realizada uma validacdo interna, visto que ndo houve comparacdo dos
dados coletados com outros dados em que ndo houve a aplicacdo da pesquisa. Segundo
Alves e Catarino (2019):

“Finalmente, a andlise a posteriori culmina com o processo de uma Engenharia Diddtica de
Formacdo, organizada em termos de confraste envolvendo a validacdo e desenvolvimento
das hipdteses de pesquisa, propostas no projeto das fases anteriores e o desenvolvimento de
uma pesquisa com paradigma acentuadamente fenémeno-técnico. Geralmente levando
a formulacdo de novos problemas de investigacdo no cendrio académico, relacionados
tanto a pesquisa fundamental e a pesquisa de desenvolvimento profissional de professores
de Matemdatica.” (Alves & Catarino, 2019, p. 123).

Vale salientar que essa pesquisa é enquadrada numa microengenharia, buscando desenvolver
uma ED para o ensino da Sequéncia de Padovan. A Tabela 1, mostra de forma resumida como
foi dada cada etapa da ED durante este projeto durante o ensino da Sequéncia de Padovan.
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Andlises Preliminares

Foram determinadas as dimensdes (epistemoldgica,
cognitiva e diddtica) principais que definem o
problema desta pesquisa, relacionando-as com o
modelo de ensino. Foi realizado um levantamento
bibliogrdfico referente a Sequéncia de Padovan. A
dimensdo epistemoldgica foi determinada com a
evolucdo dos conceitos matemdticos referentes &
Sequéncia de Padovan (férmula de Binet, funcdo
geradoraq, etc.). A dimensdo cognitiva determinou-se
com a mobilizacdo do pensamento infuitivo

do aluno. A dimensdo diddtica foi realizada

através da transposicdo diddtica dos conceitos
matemdticos associados d Sequéncia de Padovan,
transformando-os em conteUdos a ser ensinados.

Concepcdo e andlise a priori

A concecdo a priori deu-se através da formulacdo
de hipdteses diddticas, compreendendo os
conteUdos associados a Sequéncia de Padovan
como conteldos a ser ensinados, originando a
elaboracdo de situacoes-problema a ser aplicados
na fase seguinte. A andlise a priori, teve por base
areunido das situacdes-problema elaboradas, em
torno do conteldo selecionado, descrevendo os
resultados esperados em cada uma das atividades
propostas, fundamentada pela metodologia de
ensino baseada na TSD.

Experimentacdo

Aplicacdo das situacdes-problema elaboradas,
e realizados registros fotogrdficos, observacoes,
gravacoes de dudios e entrevistas com os
estudantes participantes, baseada na TSD. A
aplicacdo foirealizada no curso de Licenciatura
em Matemdtica, na disciplina de Histéria da
Matemdtica.

Andlise a posteriori e validacdo

Sdo analisados os dados de acordo com os registros
realizados na fase anterior, e assim realizada uma
discussdo e validacdo, podendo ser interna ou
externa. Porém, no caso desta pesquisa, os dados
ndo foram comparados com outro grupo que ndo
participou da sequéncia diddtica realizada, sendo
portanto uma validacdo interna. Assim, foram
analisados somente os estudantes que estudaram

a Sequéncia de Padovan, com base nas situacoes-
problema criadas e aplicadas.

Tabela 1 - Fases da ED aplicadas ao ensino da Sequéncia de Padovan
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A Teoria das Situagdes Didaticas

A TSD é uma metodologia de ensino desenvolvida por Brousseau (1986), sendo aplicada
neste trabalho em conjunto com a ED para que sejam validados os dados coletados durante
a experimentacdo. Esta teoria tem, como um dos objetivos primordiais da Diddtica da
Matemdtica - DM, a caracterizacdo de um processo de aprendizagem por meio de uma
série de situacdes reprodutiveis, denominadas de situacdes diddticas, que estabelecem os
fatores determinantes para a evolucdo do comportamento dos alunos. Os professores, alunos
e 0 meio (milieu) sdo indispensdveis para a relagdo de ensino e aprendizagem. Souza e
Lima (2014) relatam que as relacdes existentes entre a triade professor-aluno-saber podem
ser representadas através de um tridingulo diddtico.

Oliveira e Alves (2019, p.180) afirmam que a TSD “tem a finalidade de estimular o cognitivo do
aluno no sentido de desenvolver um conhecimento matemdtico tedrico, através da realizacdo
das fases de acdo, formulacdo e validacdo”.

Segundo Santos e Alves (2018), a TSD possibilita a classificacdo de situacdes, envolvendo
dialéticas de interacdo entre os sujeitos e 0 meio (milieu), sendo dividida em quatro situacdes:
acdo, formulacdo, validacdo e institucionalizacdo.

Situacdo de Acdo

“O aluno reflete e simula tentativas, ao eleger um procedimento de resolucdo dentro de um
esquema de adaptacdo, por intermédio da interacdo com o milieu, tomando as decisées
que faltam para organizar a resolucdo do problema.” (Teixeira & Passos , 2013, p. 165).

Com isso, o autor define como a fase da a¢cdo, o momento em que o estudante depara-se
com o exercicio proposto, sendo entdo analisados os dados a partir das ideias e tentativas
iniciais que esses venham a ter no decorrer da atividade.

Situacdo de Formulacdo

“Ocorre troca de informag¢é&o entre o aluno e o milieu, com a utilizagdo de uma linguagem
mais adequada, sem a obrigatoriedade do uso explicito de linguagem matemdtica
formal, podendo ocorrer ambiguidade, redundéncia, uso de metdforas, criacdo de
termos semioldgicos novos, falta de pertinéncia e de eficdcia na mensagem, dentro de
refroagdes continuas; os alunos procuram modificar a linguagem que utilizam habitualmente,
adequando-a as informacdes que devem comunicar.” (Teixeira & Passos, 2013, p. 165).

Pode-se resumir que durante esta situacdo, os discentes irdo transformar as ideias obtidas
durante a situacdo da acdo, e transformd-las em uma linguagem mais adequada, visando
realizar conjecturas, teoremas e propriedades do assunto matemdtico abordado.

Situacdo de Validagcdo

“Os alunos tentam convencer os interlocutores da veracidade das afirmacdes, utilizando
uma linguagem matemdtica apropriada (demonstracdes); as situacdes de devolucdo, acdo,
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formulacéo e validacdo caracterizam a situacdo diddtica, em que o professor permite ao
aluno trilhar os caminhos da descoberta, sem revelar sua intencdo diddtica, tendo somente
o papel de mediador.” (Teixeira & Passos, 2013, p. 165-166).

Diante dessa afirmacdo, o autor deduz que nesta situacdo o estudante ird validar as
descobertas matemdticas encontradas na fase anterior, apropriando-se dos conceitos
matemdticos estudados.

Situacdo de Institucionalizacdo

“Em que a institucionalizacédo do saber é destinada a estabelecer convencdes sociais e
a intencdo do professor é revelada. O professor, ai, retoma a parte da responsabilidade
cedida aos alunos, conferindo-lhes o estatuto de saber ou descartando algumas producdes
dos alunos e definindo, assim, os objefos de estudo por meio da formalizagcdo e da
generalizacdo. E na institucionalizacdo que o papel explicito do professor é manifestado:
o objeto é claramente oferecido ao aluno.” (Teixeira & Passos, 2013, p. 166).

Nesta Ultima situacdo da TSD, o docente entra em acdo revelando a intencdo da situacdo-
problema proposta. Além disso, os procedimentos matemdticos sdo conferidos.

Vale ressaltar ainda, que durante as situacdes discutidas, os estudantes possam discutir as
solucdes erradas da atividade proposta, pois assim poderdo perceber onde estdo errando,
chegando mais facilmente a resolucdo correta. No trabalho de Alves (2016), o autor discute
algumas solucdes erradas que foram encontradas pelos alunos. Este € um ponto importante,
pois a partir do erro dos alunos, pode-se investigar e conseguir obter a solucdo correta. Em
muitos artigos de ED, os autores sé discutem os resultados vdlidos, dando a entender que o
processo ndo passou por obstdculos.

Metodologia

Nesta secdo discutiremos as situacdes-problema propostas para os cinco alunos matriculados
na disciplina de Histéria da Matemdatica do curso de Licenciatura em Matemdatica com base
na ED em associacdo com a TSD. Antes de aplicar as atfividades, foi realizada uma aula
expositiva para que os estudantes tivessem um embasamento tedrico sobre a sequéncia
estudada. Assim, poderiamos iniciar o processo investigativo desses nUmeros, visto que estes
ndo sdo abordados na disciplina e nem em livros de Historia da Matemdtica. Essas situacoes
propostas, segundo Almouloud (2007), devem permitir aos alunos evoluirem por iniciativa
préopria e assim adquirir novos conhecimentos.

A seguir, na Figura 1 sdo apresentadas as situacdes-problema propostas para a turma de
formacdo inicial de professores.
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Aluno:

Com base na aula referente 4 Sequéncia de Padovan, resolva as situacées propostas:

1) Dada a equagio caracteristica da sequéncia (X —x—1=0)e w araizreale o 5
as raizes complexas e conjugadas, respectivamente, podemos entdo escrever uma
funcde baseado nesses dados, em que seja possivel encontrar oz termos dessa
sequéncia sem utilizar a recorréncia? (Formula de Binet)

2) E possivel demonstrar essa equacio caracteristica, tomando como base a formula de
recorréncia (Defimcdo 1)?

3) A funcio geradora penmite a resolugio de recorréncias lineares com coeficientes
constantes. Tal procedimento demonstrou como encontrar os mimeros de Fibonacct
sem ser necessario calcular todos os numeros que o procedem. Assim, através da
funcioe abaixo, & possivel realizar operacdes matematicas, para que seja possivel obter
esses termos.

gla,.x)=2 ax = aoxn +¢::1x1 +112x2 +...
T

Com 1sso, encontre a fungdo geradora da Sequéncia de Padovan.

Figura 1 - Situagdo-problema proposta

Na primeira situacdo, espera-se que o estudante, durante a fase de acdo, estabeleca a férmula
de Binet a partir de sua forma geral em que f(n)=A4x" + 4,x," +...+ Ax," . onde 4,,4,,.... 4,
sdo os coeficientes e x;,x,,...,X, as raizes do polinémio caracteristico, variando de acordo
com a ordem da sequéncia (Witford, 1977).

Na sifuacdo de formulacdo, conhecendo os termos gerais, os estudantes deverdo montar o sistema
de equacdes e assim obter a férmula de Binet da Sequéncia de Padovan para entdo calcularem
os valores dos coeficientes da férmula de Binet em fun¢do das raizes da equacgdo (a, B,y ).

Na situacdo de validacdo, os alunos de posse da formula de Binet, poderdo constatd-la inserindo
valores para a varidvel n, e assim obter os termos da sequéncia, sem utilizar a sua recorréncia.
Além disso, deverdo demonstrar por meios matemdticos a validade deste teorema encontrado.

Na situacdo de institucionalizacdo, o professor deve entrar em acdo, revelando a infencdo a
atividade proposta. Assim, os estudantes deverdo conhecer que o objetivo desta situacdo-
problema era determinar a férmula de Binet, visto que para realizar o cdlculo de algum termo
da sequéncia, ndo necessita conhecer os seus termos anteriores. Espera-se que os discentes
encontrem a férmula de Binet em fun¢do das raizes a, f, ., onde a Ultima é a Unica solugdo
real, conhecida como nUmero pldstico.

Assim, P(n)=Ay" +Ba" +Cp", em que:
o @=DB-) L wDB-) o wDe-D)
w-ay-p" (a-w)a-p) (B-y)p-a)
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Na sifuacdo-problema 2, prefende-se que os alunos, duranfe a fase de acdo, assumam a
responsabilidade de resolver o problema proposto, investigando os procedimentos matemdticos
necessdrios para poderem obter a equacdo caracteristica a partir da recorréncia vista na definicdo 1.

Na situacdo de formulacdo, os discentes deverdo realizar mecanismos algébricos para
alcancar o objetivo desta situacdo-problema. Assim, deverdo realizar divisdes de P, para
posteriormente validar esta teoria. Nessa fase a linguagem utilizada pelos alunos deve passar
por uma formalizacdo.

Na situacdo de validacdo, os discentes deverdo validar o procedimento com base no
argumento de Spinadel e Buitrago(2009), onde este trata do limite entre os termos da
sequéncia. Para isso € necessdrio que realizem algumas operacdes algébricas a fim de
chegar a equacdo caracteristica.

Na situacdo de institfucionalizacdo, o professor inferage com os alunos, validando as suas
conjecturas e, a partir da férmula de recorréncia, realiza operacdes algébricas, com o viés de
obter a sua equacdo caracteristica. E suposto que o estudante encontre a formula w?—w —1=0.

Na situacdo-problema 3, espera-se que os estudantes, durante a fase de acdo, diante da breve
explicacdo sobre o conceito de funcdo geradora, em que segundo Ferreira (2015, p.41) essa
trata-se de "uma série formal cujos coeficientes codificam informacdes sobre uma sucessdo
(a,). com nell , mais precisamente é uma fungdo G(a,,x) definida pela série:

+00

G(an,x)=zanx" =a,x" +ax' +a,x* +... *. Comisso, os estudantes devem perceber a relacdo
n=0

existente entre a féormula de recorréncia e a funcdo geradora resultante.

Na situacdo de formulacdo, os discentes deverdo mulfiplicar a funcdo g(x) por x2 e x® e depois
realizar a seguinte operacdo matemdtica g(x)-x2g(x)-x*g(x) para obter a funcdo geradora.
Deve-se ainda lembrar dos valores inicias da sequéncia, como sendo F, =F =P, =1.

Na situacdo de validacdo, utilizam-se métodos matemdticos para constatar o teorema
formulado. Pode-se ainda utilizar algum recurso computacional, a fim de visualizar os termos
encontrados dessa sequéncia.

Na situagdo de institucionalizagcdo, o docente revela a infencdo de encontrar a funcdo geradora,
onde a partir da divisdo direta, se obtém os termos da sequéncia. Porém as suas respectivas
posicdes sdo representadas pelos expoentes de varidvel x, e os termos representados pelos
coeficientes do resultado da divisd@o direta. Espera-se que os estudantes encontrem a funcdo

1+x
1—x%2-
devido aos valores iniciais estabelecidos.

geradora dada por g(P,x) = = onde o numerador é dado pela expressdo apresentada
X
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Resultados

Nesta secdo sdo analisadas as situacdes diddticas desenvolvidas pelos estudantes, investigando
o processo de evolucdo da sequéncia, instigando os alunos a resolverem as atividades
propostas para efetivar o contrato diddtico. Para a discussdo dessas situacdes, utiliza-se a
TSD como metodologia de ensino, analisando cada uma de suas fases diante da atividade
proposta. Contudo, as questdes direcionam os alunos para conhecerem a férmula de Binet
e a funcdo geradora, que sdo duas formas de obtencdo dos nUmeros da sequéncia sem
necessitar conhecer os termos anteriores. Os estudantes também tomam conhecimento de
como a equacdo caracteristica é obtida, sendo entdo discutidas todas essas atividades na
fase de validacdo, para comprovar os teoremas encontrados.

A aplicacdo teve inicio com a distribuicdo da lista de situacdes-problema e com a orientacdo
aos alunos no senfido de interagirem entre si. Assim, conforme Oliveira (2018, p. 179) os
estudantes irdo buscar “sistematizar uma estratégia de resolucdo para, em seguida, formular
argumentos que possam ser validados posteriormente”. Os registros foram realizados através
de gravacodes de dudios e fotos.

Na situacdo-problema 1, foi apresentado o conceito da férmula de Binet segundo Witford
(1977), dando uma base tedrica aos estudantes para resolverem a atividade proposta.
Durante a coleta de dados desta questdo, constatou-se que os alunos sentiram dificuldade
na elaboracdo e resolucdo de sistemas lineares com trés equacdes. Porém, no decorrer da
atividade conseguiram chegar & resolucdo correta. Assim, na Figura 2, verifica-se a fase da
acdo e formulagcdo acontecendo com o Aluno A, onde este consegue montar o sistema linear
a partir da férmula de Binet geral.

Figura 2 - Fase da Agdo e Formulagao pelo Aluno A
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Com o objetivo de validar a formulacdo do aluno A, na Figura 3, pode-se constatar a validacdo
da situacdo proposta pelo Aluno B.

Figura 3 - Fase da Validagdo pelo Aluno B

Continuando o processo de andlise das situacdes-problema, de inicio foi realizado um breve
estudo sobre o limite entre os termos vizinhos da sequéncia estudada com base em Spinadel
e Buitrago(2009) para que fosse possivel o aluno conseguir investigar este processo evolutivo.
Assim, verificou-se na situacdo-problema 2, a constatacdo da fase da acdo na frase dita
pelo Aluno E, a seguir:

“Deve iniciar pela recorréncia da sequéncia e tem que descobrir algum termo pra dividir
essa férmula pra depois ir fazendo as manipulacées”.

Apds essa ideia de inicicdo, o Aluno D, foi ao quadro formular a ideia discutida pelo colega,
constatando a fase de formulagdo mostrada na Figura 4. Percebe-se que houve a divisdo de

todos os termos por P_, e a partir desse processo, multiplicou-se antes da igualdade pelo

termo —=L , ocorrendo alguns cancelamentos.

n—1
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Figura 4 - Fase da formulagdo pelo Aluno E

A fase da validacdo foi verificada nas Figuras 5 e 6, utilizando o conceito do limite da sequéncia
entre os seus termos vizinhos podendo chegar até d equacdo caracteristica e ocorrendo a
validade deste teorema, encontrando w3 -y —1=0.

Figura 5 - Fase da validagao pelo Aluno D
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Figura 6 - Continuagdo da fase da validagdo pelo Aluno D

Por fim, analisando os dados coletados referentes a situacdo-problema 3, é apresentado
inicialmente aos alunos o conceito de funcdo geradora com base no trabalho de Koshy (2001).
A identificacdo da fase da acdo foi realizada através da frase dita pelo Aluno C, conforme
escrita abaixo:

“[...] essa recorréncia vista na definicdo da Sequéncia de Padovan pode ser escrita em
funcé@o da varidvel x e assim utilizando a funcdo g(x) para obter a funcdo geradora [...]".

Diante disso, constatou-se a fase de formulacdo, através da Figura 7, em que o Aluno C, apds
0 seu argumento inicial, pode reformular a sua ideia, multiplicando a funcdo g(x) por x? e x3,
expondo assim a sua ideia para os demais colegas.
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Figura 7 - Fase da formulagdo pelo Aluno C

A fase da validacdo é identificada na Figura 8, quando o aluno dd continuidade ao seu

raciocinio, e, apds a multiplicacdo da funcdo realiza a operacdo g(x) — x2g(x) — x3g(x), a fim
1+x

1-x2—x3

de obter a fungdo geradora desta sequéncia dada por g(P,,x) =

Figura 8 - Fase da validagdo pelo Aluno C
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Contudo, é importante destacar que durante a resolucdo das atividades propostas foram
identificados alguns obstdculos epistemoldgicos e cognitivos, referentes ao processo de
aprendizagem. A maior dificuldade foi verificada ao realizar as demonstracdes matemdticas

os demais estudantes e ocorrendo a infervencdo do professor na fase de institucionalizacdo.

Ao final da aplicacdo realizamos uma troca de informacdes para obter o feedback do trabalho
realizado. Assim, alguns alunos puderam compreender a importéncia dessa aplicacdo, relatando:

Aluno D: “[...] as atividades foram de grande importédncia para a nossa aprendizagem.
Ela fez com que eu construisse o meu proprio conhecimento em relacdo a Sequéncia de
Padovan. Descobri coisas que nunca tinha estudado.[...]"

Um outro aluno, afirmou ainda que:

Aluno E: “[...] antes nas aulas de Histéria da Matemdtica a gente sé estudava sobre a histéria
de alguns matemdaticos, ficando vago para que servia realmente a disciplina. Com esta
abordagem, pudemos perceber que essa disciplina pode abordar tanto o processo histérico
quanto investigativo matematicol...]"

Esses relatos mostram a importdncia em ufilizar tais metodologias de pesquisa e ensino em
conteldos matemdaticos, permitindo comprovar a validade deste trabalho, bem como isso
pode melhorar o ensino e aprendizagem dos estudantes.

A aplicacdo nas aulas de Histéria da Matemdatica, foi abordada numa perspectiva
epistemoldgica no que diz respeito a um processo investigativo tendo por base a Sequéncia
de Padovan, sendo possivel pela efetivacdo do contrato diddtico entre o professor e os
alunos diante das situacoes diddaticas.

Essa pesquisa foi desenvolvida através de uma transposicdo diddtica em torno do conteldo
da Sequéncia de Padovan, organizando assim recortes nesse assunto matemdatico, levando
para sala de aula os tépicos apresentados nas situacdes-problema acima apresentadas,
visando assim investigar o processo evolutivo desta sequéncia.

Conclusoes

Fundamentada pela ED em complementariedade com a TSD, este trabalho apresentou a
aplicacdo de situacdes-probema aplicadas no curso de formacdo inicial de professores,
trazendo um conteldo de matemdtica de Sequéncia de Padovan, sendo este escasso nos
livros de Histéria da Matemdtica, e encontrado em artigos de matemdatica pura. Diante disso,
foram propostas trés situacdes-problema resolvidas por meio de contrato diddtica com os
alunos e analisadas diante de uma perspectiva das metodologias citadas.

Na fase de experimentacdo puderam observar-se algumas dificuldades dos estudantes, sendo
entdo argumentadas e discutidas com os demais envolvidos, dando assim contfinuidade na
resolucdo das questdes propostas sem prejuizo. O processo de aprendizagem das relacoes
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matemadticas incorporadas, foi realizado de modo implicito, sendo divulgada a real intencdo
da atividade somente apds a sua conclusdo. Vale salientar que os alunos assinaram o Termo
de Consentimento Livre e Esclarecido, estando cientes da participacdo e divulgacdo de suas
imagens nesta pesquisa.

E importante ainda destacar que a escolha da disciplina deu-se por meio da andlise da
ementa do curso, que trata do estudo de sequéncias lineares e recorrentes, podendo entdo
proporcionar aos alunos o conhecimento de uma sequéncia de terceira ordem, como é o
caso dos nUmeros de Padovan estudados neste trabalho.

O processo histérico foi abordado nas aulas iniciais, j& a parte evolutiva deu-se por meio de
investigacdo em torno das situacdes-problema propostas, desenvolvendo uma concepcdo
epistemoldgica no ensino de Histéria da Matemdtica, associada ao estudo da estrutura
algébrica dos nUmeros de Padovan. Sendo um conteldo considerado ndo trivial, os estudantes
necessitaram de conhecimentos prévios matematicos para validacdo de suas conjecturas.

Por fim, observou-se que apesar das dificuldades encontradas, os objetivos puderam ser
alcancados, realizando assim um estudo investigativo da evolucdo da Sequéncia de Padovan.
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