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O método dos multiplicadores de Lagrange
para maximizar e minimizar fungdes
de n variaveis sujeitas a condicoes

Refleccoes para resolver o problema com recurso a Algebra Matricial.

- JOAQUIM JOSE DA CUNHA *

01 — O problema
O problema que nos propomos resolver € o de determinar 0s ex-
tremos da funcio:

Z=’F(X1- X21 e n

na qual as varidveis estdo ligadas por p equacdes independentes ¢ dife-
renciaveis:

Fifxl, X2, s e, xn}a D

02 — As condigoes necessdrias da solucdo ou condigbes de 1.* ordem

E sabido, que um extremo de f deve anular a sua diferencial total.
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Por outras palavras, a condi¢do necessaria para que a fungdo f tenha um

extremo no ponto X = (Xilr, x;. Tt x:) ¢ que dZ = 0.
Ora:
3 f g f af
L= —— - =
d2= 04=> 3’(1 dxy ¢ sz dx, * + axn dxn g (1)

Mas como as p equacdes de restricdo sdo diferencidveis, temos, apos

diferenciacdo, o sistema:

0 1 1 sz 2 8xﬂ n
_a_‘g.&dx + __ah dx _QE—Q_ dx = D
axl 1 BXZ 2 axn n

Este sistema, permite-nos determinar dx; , dx;, ..., dXp,

Substituindo estes valores em 1, e igualando a zero a expressdo dai
resultante, somos conduzidos as condicOes primeiras da existéncia do

extremo.

Estamos em presencga, como ¢ 6bvio, de um processo bastante traba-

ihoso, qui¢d complicado, pelo menos quanto a discussao.

Uma maneira de contornar a dificuldade ¢ construir a fungéo:

»as , st e LA = . L,
L (Xl'x.?' ,xn,)\l )\2 D] F(xl X, an

+ A 5 . .
l‘% [xl,xz, ,xn]f + + Apﬂp[xl,xz.....xn]

fun¢do conhecida por «Funcgao Lagrangeanas
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A diferencial total desta fungao é:

n p
of ;

aL==E 53— E AJ —%%%l dx, (2)
i=1 i 3=l 1

e como as condigdes primeiras de existéncia de extremo obrigam a que seja

dL = 0, vem o sistema de n + p equagdes:

a-f:q.A _a_QlJr......A_.?g_D_:U

Bxl 1 axl p axl
of + A .____lgﬂ + e s 4 A .....__.ggQ. = (]

8x2 1 X5 B X
(3)J e e -
of + A ._a_g_l. + + A __@_D_ = 0

9x 1 ox p  9x

n n n
8-F - » & - |
| >, Fy xpexge ver ) 0

Sistema este, que uma vez resolvido, conduz ao ponto

* x % *
= R "',X ]
X (xl.x2 n

03 -— As condigdes suficientes da solugcao ou condi¢des de 2.° ordem
As condig¢des de 2.* ordem para averiguar da existéncia de extremo,
exigem o conhecimento do sinal de d“L. Diferenciando de novo a igualdade (2),

e impondo as condicoes de 1.* ordem, temos:

2 2 2
dZL[af + A _a_..ﬁ +-..+A-§-—-ﬂ£—-](dx ]2*’""1‘
Ix 2 1 o 2 ax 2 1
1 1 1
2 2 2 2
. (3 4F2 +)\l._.___.la ﬂZ + + A ?—ESLl (dxn) 7O
3
an an Xn ’axlax2




Z 2

‘}Al 8 Ejl_,_, + sea A ——Q——-a ﬂ J dx [ﬁ + e #+
9X.9x P dX ., ax )
1 2 12
2 2 2
T M mear A
n-1 "n xn~1 xn P axn-laxn

) dx 3

A igualdade que da d?L pode, na forma matricial, escrever-se do

modo seguinte:

d2L={dX1 dx2 e e

dx 0 o...o] y
N

X [; alz...al ﬁgl_ 382 . EEQ_—
11 n axl Bx/ axl
3B, 9p- Y
91 %227 %n — - Lo 3—9—
9%y 2 %2
. T, 9@ 3
a2 e 1 2 . %%p
ni n sk ax Ix
981 0By ., 930 0 0 0
ax. ox X
1 2. n
) R} o~
2o 2,..0%2 0 0 0
Bxl axz axn X
aﬂp BBD...BBD . . .
axl 8x2 an )
-« H —
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em que:
a) Os zeros que constam na matriz linha e na matriz coluna, sao

tantos quantas as cquagoes de ligagao.

b) 12 ¢ 12a 121
all= > + kl ; o vy -_"H%
B
le Bxl 8"1
2 2 2
Bxlax ax]ax P Bx]ax
- p
nl X axl ax ax1 9x Bxl
2 2
3 f 3 B 9 Gp
a = + )\1 + + )\D 5
A 3% 2 Ix
n n n

c) A matriz H tem dimensao (n + p) X (n + p)

Esta forma de escrever d“L, apds ter em consideragdo as condigOes
impostas em (3) permite concluir que estamos em presenca de uma forma

quadratica real, porquanto:

%L X H X

A matriz H, acima referenciada, ¢ denominada matriz Hessiana orlada,

e, porque todas as derivadas nela constantes sdo calculadas no ponto critico
* % * ) . . .
(xl.xz. cee .xnla podemos afirmar que a matriz H é uma matriz de

niimeros reais,
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Dcmonstra-se, e a demonstracdo pode ver-se em tratados de algebra

linear, que:
«Esta torma quadratica:

E possitiva, se todos os menores principais * de H, que con-

. : )
servam a orla, de ordem K > p tiverem o sinal de (—-l)l

H

sendo p o numero de condigOes de restri¢aos,

E negativa, sc toros os menores principais de H, que conser-

vam a orla, de ordem K > p tiverem alternadamente o sinal
p-r1 N

de (— 1) , comeg¢ando por este ¢ sendo p 0 numero de

condicoes de restricao».
Por forca deste teorema, logo ressaltam as conclusdes:

03.01 — A funcao:
ce }
7= f[xla xz' ’ xn
sujeita a unica condi¢do dc¢ ligagdo:

. , v, = 0
a (xl X, xn]

tem um maximo local no ponto [xT.. x;, cee, 'x:‘])se todos

os menores principais de H, que cuiscivam a orla, de ordem K,
ttverem o sinal de (—)K ¢ K =2,3, ..., n.

. % %
tem um minimo local no ponto (Xl s Xy
menores principais de H, que conscrvam a orla, de ordem K, forem

*
LI Xn] se todos os

negativos para K = 2, ..., n. (*#%)

* Sendo A, um determinante de ordem n, por menor principal de ordem
K de A, entendemos ser aquele determinante que resta de Ap quando
suprimimos n — K linhas e n — K colunas,
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03.02 — A funcao:

! * f[x » x » s sy
1072 X

sujeita as condigdes de ligacao:

n
* % * . _
tem no ponto (xl. Xow ewes X ) um maximo local condi-
n

cionado, se e apenas se, todos os menores principais de H de ordem

K > p, que conservam a orla, alternam em sinal, sendo o primeiro,
: b {1

o sinal de (— )P T,

tem no ponto (x‘: , ;‘;, cen, x;‘) um minimo local condicio-

nado, se e apenas se, todos os menores principais de H, de ordem

. i )
K > p, que conservam a orla, tém o sinal de (— 1)] (***).
04 — Um exemplo que ilustra bem este caso, é o que se indica
«Considere-se a funcao:

DN

sujeitos as condigoes:
b1 =X—Yy = 0

Go=X+y+z—1=20

(**) O menor principal de ordem K que conserva a orla é um determinante de
dimensdes (K + 1) x (K + 1),

(#*%) (O menor principal de ordem K que conserva a orla, € um determinante de

dimensdes (K + p) x (K + p). Quer isto dizer que a supressdo de linhas ou

colunas s6 podem ocorrer da fila 1 até & fila n e nunca na fila
(n—'}_l)) (nﬁhz))"' (n+p)'
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A funcdo Lagrangeana ¢ a seguinte:
L=%(x+y +2)+h(x—y)thixty+tz—1)

As condicbes primeiras, sao como vimos na pag. 3.

oL
=0 [
0 X X+ A 4+ A =0
oL
Jy =0 y—2Xx + A, =0
oL 0 p— A 0
| hy = _> vA + Ae =
L oL
= _ X—Yy =0
8)\1—0
; oL {x+y+z—1=0
; oh
, (y _y
x= Y
S>>z =13
)\22—1/3
A]_ =0

O ponto critico acerca do qual se vai analisar ser de maximo ou de
minimo é o ponto: (15, 1/1,1/3).

Como facilmente se reconhece é:

ag =1 ag =0 a3 =0 — =1 R |
1 21 31 3 x A x
0 d
31220; 322:0; 332:0; Q—.I:-—l, mgz_—_l
ay Ay
0@, =0 d
dyq = 0 Aoy = 0 daz =1 et 7@‘2_ =1
0z 0 Z

132




¢, consequentemente a matriz Hessiana, orlada, toma a forma:

O menor principal de ordem | que conserva a orla ¢ um determinante
de dimensdes 3 X 3. No nosso caso, estes menores principais de ordem 1 sao:

1 0 1 1 —1 1 1 1 1
0 0 0 |=0;[—1 0 0 |=0:]l1 0 o0 |=0 =
10 0 1 0 0 1 0 o0

O menor principal de ordem 2 que conserva a orla ¢ um determinante
de dimensdes 4 X 4. No nosso caso, estes menores principais de ordem 2 sao:

1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1

0 1 —1 1 O 1 0 1 0 1 0 1
=4; =1, =1

1 —1 0 0 1 0 0 O —1 0 0 0

1 1 0 0 1 1 0 O 1 1 0 0

* (Os menores principais, devem ser tomados com ordem Superior a p, em pelo
menos mais de uma linha e de uma coluna, pois que, envolvendo o determi-
nante da orla apenas zeros, todos eles, podem, como no caso presente, vir a
ser nulos.
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O menor principal de ordem 3 que conserva a orla é um determinante
de dimensdo 5 X 5, que no nosso caso, ¢ o determinante :

1 —1 0 0 0

Conclusao: Como todos os menores principais de H, que conservam a orla,
e de ordem bastante superior a 2 tém o sinal de (— 1)2 entao
o ponto (1/3,1/3,1/3) ¢ um ponto de minimo.

05 — No proximo numero, retomaremos este assunto, para fazermos uma
interpretagio do multiplicador de Lagrange e exemplos de aplicacao
a Economia.
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