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Sumario:

O presente artigo faz parte de um dos temas discutidos no concurso de
provas publicas para Professores-Adjuntos do Ensino Superior Politécnico,
realizado em Dezembro de 1994. Apds uma abordagem dos métodos de
optimizagdo classicos, pretendeu-se aplicar a teoria matematica da
determinacio de mdximos e minimos, de fun¢des com vdrias varidveis
sujeitas a restricoes, a resolugdo de um problema econOmico de
minimiza¢do de custos. De modo a melhor elucidar a técnica utilizada, o
artigo termina com a concretizagao de um problema aplicado a uma fungao
especifica em economia.
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Introducao

Chamamos factores de produgdo a todos os inputs que entram no
processo de fabrico de um produto. Entenda-se aqui input nido sé o material
em si, como também capital, trabalho, espaco, etc. (Muitas vezes
utilizaremos o termo “bens” em vez de inputs). Ao conjunto de todos os
factores de produgdo, isto é, de todos os inputs e aos resultados finais
obtidos, chamamos conjunto de producdo. E, uma vez que para obter um
input € necessario um pagamento, uma questdo importante é a de saber
como maximizar o resultado final, dado um nivel inicial de input. A funcio
que limita o conmjunto produgdo, chamamos fun¢do producdo. Ou seja, a
fun¢ido produgdo relaciona a quantidade de produto final que é possivel
obter a partir de um dado nivel de factores de produgdo, para uma dada
tecnologia, num determinado periodo de tempo.

A Funcio Producao

Podemos falar em inputs fixos e em inputs variaveis.

Quando, na fung¢iio produgao, todos os inputs sdo fixos, & excepcdo de
um, dizemos que estamos em presenca de uma fungdo producio com
factores fixos. Quando este tipo de relagiio ocorre falamos em funcio
produgdo a curto prazo. Por exemplo, no caso de haver dois tipos de input, 1

e 2 a fun¢lo producdo f(x,,x,) com x, fixo, mede o miximo de produto

final que € possivel obter a partir de x—l unidades do bem 1 e de x, unidades
do bem 2.

Prod.A

total Produto total=f(x:,x1)

conjunto
de

producdo : >

X2

Figura 1 - Fungio Produgiio com um factor fixo Z
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A fim de que, reunindo input se possa obter o produto final da maneira
mais eficiente possivel, precisamos de utilizar determinado caminho, a que
chamaremos processo de produciio, ou seja, de uma forma abrangente, o
processo de producdo pode ser definido como a técncia por meio da qual um
ou mais produtos vao ser obtidos a partir da utilizacdo de determinadas
quantidades de factores de producdo, usando os melos mais eficientes de
producao.

Quando, na funcdo producdo, todos os inputs sdo variaveis, dizemos
que estamos em presenca de uma fungdo produclio com factores varidveis.
Quando este tipo de relagdo ocorre falamos em func¢ido produgdo_a longo
prazo. Vejamos como o conceito de fungdo produgao se adopta ao caso de
haver varios inputs envolvidos no processo. Por exemplo, no caso de haver
dois factores de produgdo | e 2 a funcdo producdo f(x,,x,) mede o

maximo de produto final que € possivel obter a partir de x, unidades do
bem 1 e de x, unidades do bem 2. Neste caso ( no caso de sé haver dois

bens envolvidos) podemos ainda representar, de um modo féacil e intuitivo
todas as possiveis combinagdes das matérias 1 e 2 que sdo necessdrias a
obtengdo de determinada quantidade de produto final. Ao conjunto de todas
essas possivels combinagoes, chamamos isoquanta.

Convém desde ja observar que, atendendo as defini¢cdes apresentadas, a
func¢do producgido €, por hipotese, continua, deve ser definida no tempo e esta
unicamente definida para quantidades positivas de x, e x, dos inputs e do

produto final q
Vejamos alguns exemplos de func¢ao producio.

a) funcao producdo com factores fixos.
A mais simples das fungdes de producdo que sdo habitualmente
utilizadas € a de fungdo producdo de factores fixos que vamos representar

analiticamente por f(x,,x,) = min{x1 ,xz}
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b) funcdo produgdo com factores varidveis.
Um caso importante € o da fungdo C.E.S. (constant elasticity of

substitution). A sua expressao analitica é da forma
1

fxx) = Ao +(1-8)x, 7] »
onde 6 ¢ P sdo pardmetros, estando P relacionado com a elasticidade

1

de substitui¢do pela férmula seguinte o = 1oo sendo ¢ a elasticidade de
p

substituigdo. (A elasticidade de substitui¢do relaciona as variacdes relativas

na intensidade de utilizagdo dos factores com a variacio relativa das

produtividades marginais - a definir posteriormente - Simbolicamente,

representando por ¢ a elasticidade de substituigdo e por PM, a

o 1n(x—2)
X

produtividade marginal do factor 1, temos ¢ = — ).
s

PM,
Particularizando para o=1 e recorrendo & regra de L’Hopital,
encontramos outro caso frequentemente usado que € o da fung¢do producio
Cobb-Douglas, do tipo f(x,,x,)=Ax,"x,” com x,, x,>0 ¢ A>0. O

pardmetro A mede, a quantidade de produto obtido por cada unidade
utilizada do factor 1 e do factor 2. Os pardmetros @ ¢ b medem o quanto
do produto obtido se deve a variagdo dos valores de x, € x,.

Produto Marginal e Taxa Marginal de Substitui¢io
Técnica

Estudemos agora um conceito fundamental na teoria microeconémica:
0 de produto marginal.

Designemos por 1 e 2 as varidveis envolvidas no processo de producio
por x; e x, as quantidades das varidveis 1 e 2, respectivamente e por y a
quantidade de produto total. Podemos pensar na seguinte questio: “Em
quanto varia o valor de y se, uma vez fixada a quantidade x,, fizermos

variar o factor 1 de uma unidade? Para dar resposta a esta questdo definimos
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produto marginal do factor I, (pPM (X, X,)) ou mais simplesmente PM

como o quociente entre a variagdo do produto final, quando o factor 1 sofre
uma variacdo unitaria; simbolicamente

Ay B I (x +Ax,, x,) = f(x, %)
Ax, Ax,

Analogamente definimos produto marginal do factor 2.

De um modo pouco rigoroso, podemos descrever o produto marginal do
factor | como o aumento extra de produto final que obtemos ao
aumentarmos de uma unidade o factor 1. Convém no entanto recordar que o
produto marginal, do modo que foi definido é sempre o acréscimo verificado

na producdo quando se utiliza mais uma unidade de um factor. No caso
particular da funcdo em causa ser continua, o produto marginal toma a

dy
forma PM, = —.
dx,
Suponhamos agora outra situacdo: pretendemos saber o quanto
podemos prescindir do factor 1 de tal forma que, aumentando o factor 2 na
medida certa, obtenhamos exactamente a mesma quantidade de producéo.

Ou seja, de que quantidade extra do facto 2, A x,, precisamos se podermos

PM, =

prescindir de uma pequena quantidade do factor I, Ax,, de modo a obter o
mesmo nivel do produto final?

A resposta é dada pela nocdo de taxa marginal de substituicdo técnica,
simbolicamente TMST(x,, x, ).

Para determinar a expressdo analitica da taxa marginal de substitui¢cio
técnica, consideremos as variacdes nas quantidades dos factores | e 2 que
mantém constante o nivel de producio.

Ay = f(x, +Ax,,x,)+ f(x,,x, +Ax,) =0

ou seja
Ay:f(xl +Axl’x2)Axl +f(x"x2+M2)Ax7
Ax, Ax, )
Ay = PM Ax, + PM,Ax,
Ax, PM,
Ay, PM,
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A esta razdo chamamos taxa marginal de substituicdo técnica ¢ d4 a
resposta a pergunta anterior, isto €,
Ax, PM,
TMST&M,.Q) = Ax- = PM
1 2
Ou seja, a taxa marginal de substituicdo técnica nfio é mais do que o
quociente entre os produtos marginais dos factores de produ¢io. No campo

2

continuo, tomando-se o limite da relacio — quando Ax, tende para

1

dx .
zero, temos TMST = ——=. Note-se que, numa isoquanta, para haver
'xl
eficiéncia € necessario que as produtividades marginais sejam positivas.
Analisemos agora o grafico seguinte:

X'l X" X1
Figura 2 - Andlise da variacio dos factores

Ao passar do ponto A para o ponto B da isoquanta, reduziu-se a
utilizag@o do factor x, de -Ax, e aumentou-se a utilizagdo do factor x, de

+A X, . O nivel de produgio permaneceu constante e igual a Q.

Se essas mesmas variagdes fossem em termos infinitesimais, o ponto A
tendia a aproximar-se de B e a taxa marginal de substitui¢do técnica seria

dx

representada por — 9—2— e terfamos a TMST num ponto. Ou seja, a TMST €
A

dada pelo simétrico do declive da tangente & isoquanta, em cada um dos seus

pontos. Logo, podemos afirmar que o declive da isoquanta é igual ao
simétrico da TMST. Como essa taxa € sempre positiva, por convengio,
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conclui-se que o declive de uma isoquanta é sempre negativo. Ainda
analisando o grafico e se tomarmos o valor da TMST em termos absolutos,
vemos que esta € decrescente ao longo da curva o que traduz a ideia de que
se estd disposto a renunciar cada vez menos a X, para obter mais uma

unidade de x, .

Esta relacdo vai ter uma aplicagdo importante quando considerarmos a
questdo de como obter um determinado nivel de produgdo ao menor custo
possivel.

Custo de Producao

Os cxemplos discutidos até agora, colocam a empresa perante a
oportunidade de comprar apenas dois inputs diferentes. E desnecessario
dizer que esta ndo ¢ uma situacdo real. De uma forma muito geral os
problemas or¢amentais da empresa podem ser colocados como uma escolha
entre ndo apenas dois, mas n inputs, em que n pode ser um numero muito
elevado. Considerando apenas dois bens (n=2), a isocusto ¢ uma linha recta,
como veremos posteriormente. Considerando trés bens (n=3), € um plano.
Quando temos mais de trés bens, a isocusto transforma-se naquilo a que os
matemdaticos chamam hiperplano ou plano multidimensional.

Genericamente, podemos representar uma funcdo producgdo tal que
g=f(x/,%Xy,...,x,), representando X, x,,...,x, as quantidades

utilizadas dos factores, durante um certo periodo de tempo.'

Apds nos termos referido brevemente a teoria da produgdo, vamos
agora debrucar-nos sobre a teoria dos custos. O objectivo seguinte € pois o
de traduzir a teoria da producdo numa teoria de custo coerente.

A teoria do custo é de primordial importincia na tomada de decisOes.
De facto, o principio basico que norteia o comportamento de uma empresa €

' Tudo o que foi dito para a empresa pode ser visto em termos de consumidor porque,
parafraseando os autores neocldssicos, a satisfacdo das necessidades do consumidor néo €
mais do que uma produgio. Alfred Marshall (séc. xix) propds uma solucdo muito simples para
este problema. E considerar a escolha do consumidor como uma escolha entre um bem
particular, chamemos-lhe I, e uma amdlgama de outros bens, designados por 2. Actualmente
esta amdlgama é conhecida por dois nomes: dinheiro marshalliane ou bem composto.
Podemos pensar no bem composto como a quantidade de rendimento com que o consumidor

fica de pois de comprar o bem |.
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andlogo aquele que condiciona o desempenho de um consumidor individual,
que € o da maximizacdo dos resultados.

Vejamos como o conceito de custo pode ser entendido de maneira
simples. Ja dissemos que, para obtermos os produtos finais, é necessario
dispor de uma certa variedade de inputs, imputs esses que tém 0s seus custos.
O pagamento total que deve ser feito para se poder usar esses factores €
designado custo total da produgdo.

Apesar de, a primeira vista, o conceito de custo parecer de fdcil
entendimento, alguns problemas se levantam. De facto, o conceito mais
frequente de custo é um conceito monetario. Ora, tal nocdo ndo €
inteiramente correcta. Distinguimos assim entre custos explicitos e custos
implicttos. Desginamos por custos explicitos as despesas com a compra ou
aluguer de factores de producdo. Sio exemplos de custos explicitos a
compra de materiais, o pagamento de salirios, o aluguer de instalacdes. Por
outro lado, sdo exemplos de custos implicitos o salirio do empresario, o
equipamento da empresa ou os seguros da empresa. Ndo sendo este tipo de
custo tdo ébvio como o custo explicito, pde-se o problema de como o
determinar. Definimos entdo um novo conceito: o do custo de oportunidade.
De acordo com este principio “o custo de um input (¢ a oportunidade
perdida) € o valor que teve de ser renunciado em nilo o utilizar da melhor
maneira possivel”.

Isocustos

O nosso objectivo € o de minimizar os custos de produgiio, na obten¢do
de um certo nivel de produto final; isto € a procura do ponto 6ptimo.

Podemos seguir duas vias: minimizar 0s custos sujeitos a restri¢do da
quantidade a produzir ou maximizar a produc¢do para uma despesa total em
factores fixa. No presente trabalho optou-se pelo primeiro processo. Para o
segundo caso os procedimentos seriam semelhantes embora com o objectivo
de maximizacdo. Em ambos os casos as conclusdes finais sdo exactamente
as mesmas.

Para resolver este problema de minimizagdo, comecemos por
determinar quais as possiveis combinacdes de quantidades de input que sio
possiveis de obter uma vez fixado o custo total.

Definimos 1socusto (ou curva de igual custo) como o lugar geométrico
dos pontos representativos de combinagdes de quantidades utilizadas dos
factores, para um mesmo custo total.
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1) Representacdo analitica de 1socusto

Considerem-se dois factores de producdo que dido origem a um Unico
produto final. Suponham-se as condi¢des de produgdo homogéneas e que se
trata de uma funcdo producdo a longo prazo, isto €, em que ambos 0s
factores sdo variaveis. E, sendo os factores variavels os custos também sido
variaveis.

Designemos por x, e x, as quantidades dos factores de produgéo e por

w, e w, os precos de uma unidade de cada factor, respectivamente. (E
claro que supomos w, > 0..e..w, >0). Entdo, a fungdo isocusto para um
certo nivel de custo n pode ser escrita tal que C=w, x| +w, X, .

Para se obterem as diferentes quantidades de x; ou x, ao longo da
mesma recta de 1socusto, deve-se resolver a expressao anterior em ordem a

W, C
X, ou x,.Resolvendo em ordema x,,vem x, =———x, +— .
i ) W, W,

Facilmente se vé que esta ndo € mais do que a expressdo analitica de

w
. . 1 .

uma recta, de declive negativo ——— e ordenada na origem —. Fazendo

W, W,
variar o valor de C, obtemos uma familia de rectas de isocusto. Observe-se
que, por definicio, cada ponto de uma recta de isocusto tem o mesmo custo
C e curvas de isocusto superior estdo associadas a valores superiores do

2

custo C.”

2 a) Evidentemente, se 0 custo fosse hipoteticamente dependente apenas da utilizacio de certa
quantidade X, o custo seria C=W, X|. Do mesmo modo procederiamos se a producido s

dependesse do segundo factor.

b) Num processo a curto prazo, o factor fixo (digamos X, ) tem um custo fixo dado pelo

prego unitdrio desse factor , W, e o factor varidvel tem um custo varidvel; o custo seria entdo

C=wx +w,x,
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i1) Representacdo gréafica de tsocusto

Na representacdo griafica de uma isocusto, utilizemos um referencial
cartesiano onde, nos eixos vertical e horizontal figurem as quantidades
fisicas, possiveis de serem utilizadas, dos dois factores.

Como vimos na representacdo analitica de uma isocusto, existem varias
alternativas de combinagdo das quantidades x, e x, dos factores produgio

utilizados na obtencio de determinados bem, de forma a que o somatorio do
produto dessas quantidades pelo preco de cada factor, resulta no mesmo
valor do custo total.

Como uma isocusto é uma recta e para a representar graficamente,
bastard, para um mesmo nivel de custo n, determinar dois pontos da recta,
digamos os pontos de intersec¢do com 0S8 e1xos coordenados.

isocusto

L
W
Figura 3 -Representacdo geométrica de uma isocusto

X1

Métodos de Optimizacao Classicos

Os metodos de optimizagio cldssicos sdo tteis na procura da solucdo
Optima de uma fun¢do continua e diferencidvel. Sio métodos analiticos e
fazem uso das técnicas do cédlculo diferencial na procura do ponto éptimo.
Apesar de a maior parte dos problemas envolver fungdes descontinuas e/ou
nio diferencidveis, os métodos cldssicos constituem a base de
desenvolvimento de novos métodos.
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Vamos pois referir neste capitulo, condi¢des necessarias e suficientes
na procura do oOptimo de uma funcio, para diferentes formulagcdes do
problema.

- Func¢oes com uma tnica variavel -

Definicao 1
Uma fungio f(x) tem um minimo relativo ou local no ponto x = x_ se

F(x) < f(x +h), paravalores de / suficientemente pequenos.

Analogamente, um ponto x diz-se um mdximo relativo ou local da

funcdo f(x) se f(x)= f(x +h) , para valores de h suficientemente
proximos de zero.

Definicao 2
Diz-se que a func¢do f(x) tem um minimo global ou absoluto no ponto

x=x se f(x)< f(x), para qualquer valor de x pertencente ao dominio

da funciio (nio apenas para pontos numa vizinhanca de x ).
Analogamente, um ponto X ¢ um médximo global ou absoluto de

f(x),se f(x)= f(x), para qualquer ponto x do dominio da funcio.

Definicao 3
Ao maximo e minimo de uma fungdo, chamamos extremos da funcdo.”

YA partir de agora e sempre que se nos afigurar til faremos o estudo, salvo indicacdo em
contrdrio, apenas para 0s minimos, uma vez que para os maximos basta considerar a fungio
simétrica. Assim ¢ sem perda de generalidade, optimizagdo pode entender-se como
minimizag¢do ja que, o maximo de uma fungio pode ser encontrado procurando o minimo da
funcdo simétrica.

Os teoremas [ e 2 que se seguem indicam, respectivamente, condi¢des necessarias e
condicdes suficientes para a determinacio do minimo relativo de uma fung&o com uma dnica
varijvel (Rao, 1979).
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Teorema 1
Se uma funcio f(x) estd definida no intervalo [a,b] , tem um minimo

relativo no ponto x=x com a<x <b e ainda se existe e € finita

df o
— = f'(x) noponto x=x ,entdo f (x*)=0

dx

(A um ponto onde f (x*) =0 chamamos ponto estacionario)

Teorema 2

Sejam f (x)=f (x)=..=f""x®=0 e 7% )=z0.
Entio f(x*) é:

i) um minimo de £ (x) se £ (x")>0 ené par;

ii) um maximo de f(x) se f " (x ) <0 ené par;

111) nem maximo nem minimo se n é impar.

- Funcoes com varias variaveis sem restricoes -

Apresentamos agora o caso da determinagio de extremo de uma fung@o
com vérias varidveis, ndo sujeitas a restricoes. As demonstragdes envolvem
desenvolvimentos em série de Taylor. ((Rao, 1979)

Teorema 3
Se f(x) (onde x é um vector de n componentes) tem um extremo no

ponto x =Xx e se existe a primeira derivada parcial de f (x) no ponto x ,

entao
F oo F ¥ .
— = =..=— =0
8xl(X) o, 8xn(X)
Teorema 4

*

Uma condi¢ao suficiente para um ponto estaciondrio x ser um ponto
extremo da funcdo € que a matriz Hessiana (matriz formada pelas segundas

derivadas parciais) de f(x) , calculada no ponto x~ seja:
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i) definida positiva se x é um minimo;

.. . . . * . ;. 4
ii) definida negativa x se é um maximo.

- funcoes com varias variaveis em que as restricoes sao
expressas por igualdades -

O problema classico da optimizagdo é o de minimizar uma dada fungio
(fungio objectivo) em que as varidvels estdo sujeitas a restricdes.
Simbolicamente, pretende-se minimizar a funcio

z= f(x) sujeita arestrigdes g, (x) =b,,com i=12,....,m, (D)

em que as fungdes f e g, sio supostas possuirem derivadas parciais

de 1* ordem com respeito a todas as varidveis e x é um vector de n
componentes. As restricdes sdo supostas independentes. De entre os varios
métodos de resolucdo deste problema, iremos abordar em particular o dos
multiplicadores de Lagrange. A 1deia bdsica envolve uma funcgdo particular
que designamos por funcdo de Lagrange de modo a converter o problema
com restri¢des (1) num problema sem restrigoes.

Definicao 4

Diz-se que uma funcio f(x) tem um maiximo local ligado em x=x

se existe um €>0 tal que f(x)< f(x*) para todo o x satisfazendo

| x—x* ‘<£ e as ligacdes de (1).

Para um problema de optimizacdo sem restri¢cdes (ligagdes), diremos
que f(x) tem um mdximo local em x = x se a defini¢do anterior é valida,
ainda que omitindo a referéncia as liga¢oes de (1).

* Uma matriz A diz-se definida positiva se todos os seus valores préprios sdo positivos. Os

valores préprios sdo os valores de A que sdo solugdes da equacio |A — /lll =0.
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Definicao 5

Diz-se que uma fungio f(x) tem um minimo local ligado em x=x ,

se existe 0 tal que f(x)=2 f(x*) para todo o x satisfazendo

) x—x* ‘<8 e as ligacdes de (1).

De modo andlogo ao anterior, se o problema nio tem restri¢des,
dizemos que a funcdo f(x) tem um minimo local ligado em x=x se a
definicao anterior é valida, com omissdo das ligacoes de (1).

1) Condicdes necessarias para a existéncia de um mimumo local ligado

No método dos multiplicadores de Lagrange, vamos introduzir uma
nova varidvel para cada restricdo. Ou seja, ao problema original que tinha n
vartavels e m restricoes, adicionamos m novas variaveis pelo que, no total,
temos n+m varigveis. E claro que ha simplificacdes com a introdugio destas
novas variaveis, ou nfo teria sentido o exercicio. A esséncia deste método é
converter um problema de extremos condicionados de tal forma que as
condi¢cdes para a determinacdo de extremos ndo condicionados, sejam
aplicaveis. Para exemplificar o processo, comecemos por considerar o
problema mais simples de duas varidveis e uma restricdo. Posteriormente
analisaremos o caso geral.

a) Um caso particular: o caso de duas varidveis e uma restriciio

Teorema 5
Seja  f(x,,x,) uma fungdo sujeita a restriciog(x,,x,)=0. E

condi¢do necessaria para que f(x,,x,) tenha um ponto extremo em
(x, ™, x,¥)que
(@‘ dg df Jg
o ok, o, o,
(Rao, 1979).

)(x,,x,)=0 ()

Supondo % (xl*, xz*) # (0 podemos reescrever a equacio (2) tal que

o,
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( - )(X]*,xz*):() (3)

Designemos por A a quantidade

of

ok,
A= _( (93: ) (4)

o,

que denominamos multiplicador de Lagrange. Substituindo em (3) vem

S %

—+A X ,% )=0 5
(8x] aXl ( | 2 ) ( )
De modo andlogo, reescrevendo a equagao (4) encontramos

of og

—+A-)(x, ,x, )=0 6

( o o, (X, %, ) (6)

E, € claro, que a restri¢gdo € valida, em particular, no ponto extremo;

isto é, g(x,,x,)|(x;,x, )=0 . Resumindo, as condi¢des necessdrias para

que o ponto { x; *, x, *) seja um extremo ligado séo:

(%mgg (x, %, )=0
| 1
%)
(mjf ”—af (x," %) =0 )
2 2
g(x, ,x,)=0
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> Mas as condicBes expressas em (7) poderiam também ter sido
determinadas usando uma func¢do do tipo

F(x,,x,,A)= f(x;,x;) +Ag(x,,x,)

designada por fungdo de Lagrange. De facto, calculando as derivadas
parciais de F(x,.x,,A) emordema x,, x, e A, respectivamente e igualando

a zero, (no ponto (x, *, x, *) ) obteriamos as equagdes anteriores.

Assim
(OF &S 08
o (=—+A—)x, ,x, )=0
oX, ox, o, l
F o w]
<8x2_0 o (3x2+/1c9x2)(x' X, )=0 (7.1
&_F___O g(x, ,x, )=0
| dA

b) O caso geral: condi¢des necessdrias para a existéncia de um minimo
local ligado

rd

Suponhamos que z = f(x) tem um minimo local ligado em x=x . E
sabido que um extremo de f deve anular a sua diferencial total. Por outras

> Observe-se que, ao exigirmos —(xr,xl;) # 0 na definicao de A, poderiamos

ox,
%
oK,

escolhido para varidvel independente X, . Ou seja, a deducio das condigdes necessdrias pelo

igualmente e sem perda de generalidade, ter exigido (x1. ,xz') # 0, se tivessemos

método dos multiplicadores de Lagrange requer apenas que uma das derivadas parciais
2 (xl s X5 ) seja ndo nula, no extremo da fungio.,
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-

palvavras, é a condi¢do necessaria para que a fungdo f(x) tenha um

extremo no ponto x quedz = 0 isto é

n @(
df =) —dx, =0 (8)

i

Mas, como as m equacgdes das restricdes sdo diferencidavels temos, apos
diferenciagao, o sistema

1" agj -
dg :Zl o dx, =0..,..j=1,....m (9)
(Rao, 1979).

Multiplicando cada uma das equagdes de (9) por uma constante A, e
somando, para todos os valores de j, com (8), formamos uma expressao que
designamos por dF tal que

M n ag ) ]
dF =df + 3, 2,(), o el (10)
j=1 i=1 OX;

i

Reorganizando a equacoes (10) de modo a evidenciar os termos em
dx ; , temos

! w9
dF =Y g—lx* + 22,
i=1 ; j=1

S (1)
ax. "

Mas entdo dF =0, uma vez que, por (8) ¢ (9) cada uma das parcelas €
nula. Atendendo as m restricdes de (1), apenas (n-m) das n varidveis x, sao

independentes. Suponhamos que sdo x .,X,. Vamos agora escolher 0s

p+l o

A, que até aqui eram arbitrdrios, tais que os coeficientes das primeiras m
variagoes dx, sejam nulos. Ou seja, escolhemos A, tais que

n
L5 %
o, =7 o,

{ {

=0..,..i=1,....m (12)
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Com 1sto, a equagdo (11) passa apenas a envolver as variacdes
,dx,. Mas e porque as varidveis x , X, sdo independentes,

dx

os diferenciais dx

m+l?e m+lrre

dx, correspondentes podem ser escolhidos nio

m+lrere

nulos, permitindo a variagio de cada uma delas. Logo

,..l=m+1,...,n (13)

De (12) e (13) resulta

0.....i=1,....n (14)

4

E claro que € suposto que as restricdes sdo verificadas no ponto
extremo, isto ¢, ¢, (x )=0. Entdo, ¢ no caso geral de n varidveis ¢ m

restricoes, as condigOes necessdrias para a existéncia de um minimo ligado,
sdo

gr Tt g =0 ()

Tal como no caso de apenas duas varidveis e uma restriciio, também o
sistema (15) poderd ser determinado, através da derivagio parcial da funcio
Lagrangeana.

n

Fx.2) = f(x)+2 4,8,(x) (16)

A qualquer ponto satisfazendo as condi¢des de (14) chamamos ponto
estaciondrio ou ponto critico de f (x) . Um ponto estaciondrio em que f (x)

toma um valor miximo ou minimo € chamado um ponto extremo e o
correspondente valor da fungdo é um valor extremo. E de notar que nem
todos 0s méximos ou minimos ocorrem em pontos estaciondrios; por outro
lado, nem todos os pontos estaciondrios correspondem a mdximos ou
minimos.
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i1) Condicdes Suficientes para um minimo local ligado
E importante recordar que as condigdes expressas em (15) ndo sdo
suficientes para a existéncia de um minimo local ligado de f(x)). As

condi¢des suficientes envolvem derivadas de 2* ordem e novas defini¢oes.
Tal como no caso de um extremo ndo condicionado, € possivel
expressar essas condigdes de segunda ordem sob a forma de um
determinante. No caso de um extremo condicionado falamos em
determinante Hessiano orlado.
Seja entio z = f(x) uma fungdo de vdrias varidveis sujeita a restricoes

g.(x)=b com i=1,...,m, em que as fungdes f e g, sio supostas

possuirem derivadas parciais de primeira ordem com respeito a todas as
varidveis e x é um vector de n componentes. Construa-se o determinante
quadrado de ordem m+n, a que chamamos determinante Hessiano orlado

‘_Iﬂ e que € da forma

0 o ... 0 g' g .. g
o 0 .. 0 g' g ... g
1H| — 0 0 O gm] gmz gm”
gll g2i . gml FII F12 Fln
gl" gZh gm‘; FZl F22 FZM
gln g2” gm" El[ I?.'IQ Em

onde g/ = gg" ¢ F'com indice duplo denota as derivadas de segunda
X .

J

2
ordem da funcdo de Lagrange, tal que F, = IF . A funcio z= f(x)
k /

m+l|

tem um mAaximo no ponto X = x se 0s menores principais orlados ‘H

R

| . . . ~ .
(-)™" . Quando todos esses menores principais orlados t€m 0 mesmo sinal,

, alternam de sinal, sendo o sinal de |H 0 mesmo de

2 m+l

: -~ .. *
a saber o sinal de (-1)™ entio z tem um minimo no ponto X = x .
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Observacoes:

a) Sendo An um determinante quadrado de ordem n, entenda-se por
menor principal de ordem k de An, o determinante que se obtem de An,
suprimindo (n-k) linhas e (n-k) colunas.

b) Podemos formar vérios menores principais orlados a partir de ’H ‘ e
que contem Fy, como ultimo elemento da sua diagonal principal, notamo-lo
por 'H k‘ :

¢) A fungdo de Lagrange pode tomar a forma
Flx,A)= f(x)+ Z/Ij[bj - g, (x)]..,onde...gj(x) =b, (17)
j=1

De facto, basta admitir as constantes bj na fungao de restri¢io, de
modo que, apareca G,;(x)=0 na funcio de restricio, onde
Gj.(x) :bj —g,;(x).

- O tratamento classico de restri¢des com desigualdades -

Consideremos o seguinte problema: pretende-se minimizar a funcfo
Z = f(x) sujeita a restrigdes

g,(x)=0..,..j=1...,m (18)

Repare-se que estas restricoes com desigualdades podem ser
transformadas em restri¢des com igualdades, bastando para tal adicionar

.. . ~ . 2 .
variaveis nao negativas, yj tais que

gj(x)+yj2:O...,...jzl,...,m (19)

sendo os y; desconhecidos. Mas assim estamos em condiches de

aplicar o tratamento classico de restricoes com igualdades. De facto, o
problema agora toma a forma: pretende-se minimizar a fungio z = f(x)
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sujeita a restrigdes G;(x, y) = g, (x) + yj.2 =0 com j=1,...,m, onde y
€ o vector dos y; desconhecidos. O problema pode entdo ser resolvido
utilizando os multiplicadores de Lagrange. Para tal, construa-se a funcio F
tal que

F(x,y,l)=f(X)+Z/1,-G,(x,y) (20)

onde A é o vector dos multiplicadores de Lagrange. Os pontos
estaciondrios da fun¢do Lagrangeana podem ser determinados resolvendo as
condig¢des necessarias

&F

g(x LV, A) = 8x .............. i=1...n
oF .

&T(x .Y, ),)—G (x, y)—g (x)+y (x)=0..,..J:1,...,m
8F

— (Y, A) =24y, =00 j=1....m

o,

(21)+(22)+(23)

Observe-se que, da propria construgio de G, (x,y), resulta que as
equagdes (22) garantem que, de facto, g,(x)<0.....j=1....m (porque

somamos uma quantidade positiva com outro que, evidentemente € negativa,
uma vez que o resultado € nulo). Por outro lado, a equagles (23) implica
que, ou A, =0 ou y, =0. Introduza-se agora um novo conceito: o de

restri¢cdes activas e inactivas.

Definicao 6
Sejam g ;(x) <0, m restricdes a uma dada fungio z= f(x). As

restricdes g tais que g, (x) = 0 no ponto Sptimo, chamam-se restri¢des
activas. As restricdes g ; tais que g;(x) <0 no ponto 6ptimo, chamam-se

restricoes 1nactivas.
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Voltando um pouco atrds, tinhamos visto que 24 iy = 0 implicava
A;=0 ou y,=0.Se A, =0, (logo y, #0), entdo g, <0 e as
restricbes sdo inactivas, pelo que ndo nos interessam. Se y; = (), entdo
g, = 0 (por (22)) e as restri¢cdes sdo activas no ponto éptimo. Designemos
por G, o conjunto dos indices das restri¢des activas no ponto éptimo € por
G, o conjunto dos indices de todas as restricdes inactivas, tais que
G, + G, representa o conjunto total dos indices das restrigdes. Entdo, para

JeG, y,

= (O, isto €, as restri¢cdes sdo activas; para j € G,, /lj =0 eas

restrigdes sao inactivas.

Podemos entdo resolver as equacdes (21) sob outra forma, atendendo a
que

Se jeG, = g, =0,ouseja y, =0.
Se jeG, = g, <0 ,ouseja 4, =0.

of g .
ax—ﬁ+j§,/1f &x,f =0..,..i=1,...,n (24)

Analogamente, podemos reescrever as equagdes (22) tal que

g, (x)=0..,..jeG,. (25)

g;(M+y =0.,.jeG (26)

2

Prova-se ainda que, das equagdes (24), (25) e (26), no caso da
determinac¢do do minimo local ligado, é A4 ;> 0..,j € G, (Rao, 1979).

Resumindo, o sistema de equagdes necessdrias para a determinacio do
minimo local ligado é equivalente ao sistema

27
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° As condi¢des expressas neste sistema, chamamos condi¢des de Kuhn
Tucker, em homenagem aos seus autores, ou seja, as condi¢des de Kuhn
Tucker nido s3o mais que as condigbes necessdrias a existéncia de um
minimo local ligado, numa optimizagdo de restricdes com desigualdades,
conforme exposto no inicio deste capitulo (o tratamento de restricdes com
desigualdades), contudo tais condigcOes sdo apenas necessdrias e ndo
suficientes para garantirem a existéncia de um mdximo local ligado. Ha,
todavia, uma classe de funcoes, fun¢des concavas e convexas, para as quais
as condi¢des de Kuhn Tucker sdo necessarias e suficientes na determinagio
do médximo global da funcio.

No caso de o conjunto das restricdes activas ser desconhecido, as
condi¢des de Kuhn Tucker tém o seguinte aspecto:

axi i=1 ‘8)6,.

A8, =00, i=1,....m (28)
g, S0 Jj=L....m

ﬂ,jZO ...................... j=1,...,m

(Observe-se que estas sdo afinal as condicoes deduzidas anteriormente
na determinacdo do minimo de uma funcgdo sujeita a restricdes com
desigualdades; a “novidade” € que entdo ;Lj pode ser também nulo).

Como observacdo final, se as restricoes i1mpostas fossem de tipo
g; 2 0 e o problema de maximizacio, os valores de A ; ha equagdes (28)

teriam de ser positivos.
Por outro lado se o problema for de minimizagao e as restri¢des do tipo
g2 0 ou se o problema for de maximizacdo e as restrigdes do tipo

g; =0 os valores de A ; haequagoes (28) teriam de ser negativos.

® No caso dos problemas de maximizacio verifica-se que /’Lj < Q... ,j S Gi .
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Resumindo:
Condicoes de Kuhn Tucker

Condi¢des de Kuhn Tucker num problema de minimizagdo sujeito a

restri¢des do tipo g, <0:

[ @(‘ m agj
—+ > A, =0 i=1,...,n
ox, ; "ok,
A8, =00 j=L....m (29-1)
gJSO .............................. j=1...,m
Ay Z00 Jj=1...,m

Condic¢des de Kuhn Tucker num problema de maximizacdo sujeito a

restrigdes do tipo g, 2 0.

¥ &, 9%,
&x,+§lj 7 ) i=1,....,n

Aig, =00 j=1L...,m (29-2)
8,20 j=1....m

\)‘J>O ............................. j=1,...,m

Condi¢des de Kuhn Tucker num problema de minimizacio sujeito a

restrigdes do tipo g, 2 0.

¥ oo %

§:+;1j§—0 .......... i=1,...n i
A8, =00 j=1...,m (30-1) |
gJEO ............................ j=L1...,m |
A <0 j=1,....,m
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Condi¢oes de Kuhn Tucker num problema de maximizacdo sujeito a
restri¢des do tipo g, <0.

@(‘ m gj

—+ > A =00 i=1,...,n

ox, ; ! o,
A8, =00 j=1,...,m (30-2)
gJSO ............................ j=1,...,m

AJ.SO ............................ j=1,....m

Funcoes Concavas e Convexas

Definicao 7

Chamamos conjunto convexo ao conjunto S de todos os pontos tais
que, dados dois pontos de S, entdo o segmento de recta que os une ainda
pertence ao conjunto.

Simbolicamente:

S é conjunto convexo < se para x,,x, € S, entdo x € S onde

x=0x, +(l—ox,)...com...a € x,

Definicao 8
Uma fungdo f(x) diz-se convexa sobre o conjunto convexo X se, para

| quaisquer dois pontos x,, x,€ X e para todo o A [0,1] se tem
f(/’sz +(1_Z‘xl)) < lf(x2)+(1-),)f(xi)
[sto €; se o segmento que une os dois pontos, estd sempre acima ou
coincide com o grificode f(x).

| Definicio 9
Uma fungdo f(x) diz-se concliva sobre o conjunto convexo X se,
— f(x) é convexa.
Isto €, se 0 segmento que une os pontos estd sempre abaixo ou coincide
com o griaficode f(x).

102




Teorema 6

Um minimo local de uma funcdo convexa num dominio convexo €
também um minimo global.

No caso de fungfio objectivo ser estritamente convexa, esse minimo
global é Onico.

(Rao, 1979).

Teorema 7

Um méiximo local de uma fungdo concidva num dominio convexo €
também em méximo global.

No caso de funcdo objectivo ser estritamente concava, €ss€ mAaximo
global € unico.

(Rao, 1979).

O Teorema da Suficiéncia de Kuhn Tucker

Ja dissemos que, as condi¢des de Kuhn Tucker apresentadas sdo apenas
necessarias; na programacio ndo linear, a formulacdo das condicdes
suficientes, envolve conceitos como 0s de concavidade e convexidade.

Vamos de seguida enunciar um teorema, devido a Kuhn Tucker,
conhecido por teorema da suficiéncia.

Teorema 8 (Teorema da Suficiéncia)
Dado o problema de minimizar z= f(x) sujeita a restrigdes
g.(x)<h..(i=1,...,m) e x=0 e se sdo satisfeitas as condi¢des:
a) A fungdo objectivo f(x) ¢é diferencidvel e convexa no ortante
ndo negativo;
b) Cada fungdo da restricio g.(x) ¢ diferencidvel e cdncava no
ortante ndo negativo;

¢) O ponto x satisfaz as condi¢cdes de Kuhn Tucker para um
minimo.
Entdo x ¢ um minimo global de z = f(x).
(Chiang, 1982)’

7 Entenda-se por “ortante ndo negativo” o equivalente n-dimensional do quadrante nio
negativo. Tal como foi formulado acima, o teorema da Suficiéncia refere-se apenas a
problemas de minimizagfio. Mas a adapta¢do a problemas de maximizac¢io ndo € dificil; basta
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O Custo Minimo para um Determinado Nivel de
Producio

Os principios bésicos que norteiam o comportamento de uma empresa
sdo andlogos aqueles que condicionam o desempenho de um consumidor
individual: o da maximizagédo dos resultados e o da minimizacio dos custos.

Do ponto de vista do consumidor, essa maximiza¢io/minimizacio
consiste em um individuo disfrutar o maior nivel de satisfacdo decorrente da
utilizagdo de determinados bens, compativel com o mesmo nivel de renda
possivel.

(Apos tudo o que aqui foi dito sobre optimizacio, entendemos que, por
facilidade de representagdo, seria melhor abordar apenas o caso de
existéncia de dois bens).

Em termos de empresa, o ponto de tangéncia entre uma particular
isoquanta ¢ uma determinada isocusto identifica o ponto éptimo no que se
refere & combinagio ideal de recursos para uma certa quantidade de produto
final.

1) A solugdo gréfica

Ja vimos anteriormente que hd varias combinages possiveis de input
capazes de produzirem um determinado nivel de produto final e que essa
relacdo podia ser graficamente traduzida através de uma isoquanta. De um
modo geral, cada ponto de uma isoquanta corresponde a um método
especifico de produgdo de determinado produto final. E, perante as
alternativas tecnoldgicas, a empresa deve escolher 0 método éptimo que
corresponda ao custo minimo, para atingir esse nivel de produggo.

Suponhamos, por facilidade de exposicdo, que utilizamos somente dois
factores de produgio 1 e 2 de pregos, respectivamente, w, ew,.

Designemos novamente por x;, € x, as quantidades dos inputs 1 e 2,
respectivamente.

trocar as palavras “convexa” e “‘concava” nas condigdes a) e b) e usar as condi¢des de Kuhn
Tucker para um “mdximo” na alinea c).
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Nestas circunstincias a empresa contard com uma dnica isoquanta e uma
familia de 1socustos. A questdo fundamental € a da determinacdo da menor
isocusto para que seja atingido determinado nivel de produgio pré-
estabelecido. Graficamente, consideremos a figura junta

[soquanta

>
Cn-l Ca Cn+l X1

Figura 4 - Determinacio da menor isocusto

Observando a figura, depreende-se que o nivel de produgio retratado
pela isoquanta I, pode ser obtido pelos custos inerentes a isocustos C, ou

C,.,- De facto, a isoquanta | intersecta as referidas isocustos nos pontos A,
B e T. Contudo, a isocusto C, retrata um nivel de custos inferior.

Consequentemente, o nivel dptimo obtém-se para o ponto T onde a isocusto
€ tangente a isoquanta previamente estabelecida. Ou seja, tal ponto de
tangeéncia € condi¢do fundamental para a minimizacdo do custo. Resumindo,
0 problema da obten¢do de um determinado nivel de produgido pelo menor
custo possivel, pode ser resolvido graficamente, comecando com uma
isoquanta especifica (aquela que corresponde ao nivel da produgdo que
estamos a tentar produzir) que depois € colocada sobre um mapa de linhas
de isocusto, correspondendo cada uma a diferentes niveis de custo. O ponto
6ptimo dos factores de producdo de menor custo corresponde ao ponto de
tangéncia entre uma linha de isocusto e a isoquanta especificada.

Recorde-se que o declive de uma isoquanta em qualquer ponto € igual a

PM,

- € que a este quociente, nao afectado do sinal menos se chama taxa

PM,
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marginal de substitui¢do técnica. Combinando isto com a ideia de que o
custo minimo ocorre num ponto de tangéncia com a linha de isocustos (cujo

' w, PM, w, _
declive € ——) resulta que = no ponto optimo (x, *, x, *), ou
w, PM, w, -
PM, PM, _ W, W,
cruzando a multiplicagdo = — ou ainda =
w, W, PM, PM,

W,

Observagdo: Entende-se por custo marginal a variagio
1
verificada no custo total pela produciio de mais uma unidade do produto

PM,

W,

final. A expressio indica o produto marginal ponderado do factor 1.

i1) A solucio analitica; o método dos multiplicadores de Lagrange

Condicdo Necessiria

O problema matemdtico a resolver é o da minimizacdo dos custos,
condicionados a um dado nivel de produgiio. J4 vimos que a isocusto, de
acordo com as notagdes adoptadas, ¢ da forma C=wx, +w,x,. A
restricdo do problema, ou seja, a funcdo producdo correspondente a
determinado nivel da mesma, € g = f (x,,x,).

Podemos resolver este problema de varias maneiras. Por exemplo,
substituir a restricdo na fun¢do a minimizar. Todavia, o processo mais geral
e 0 que 1remos aqui utilizar € o dos multiplicadores de Lagrange. Construa-
se a fungao

F(x;,x,,A)=wx, + WyX, + A[q — fx,x, )]
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As condig¢Oes necessdrias a existéncia de um minimo ligado devem
verificar as equagdes (7.1) tal que

oF

aT_I—O
F
I, <
% o
oA
ou s¢ja
9
(»v1~/l-a7l)

ok,
q - f(x

L

o
(w, — A —q—)
X,

£

(w, *lgl)(xl*,x;):O
T (w, —li)(xl*,x;):o

) ox,

q_f(xl*’x;):()

- ( 2
(xl » X2 )_0 W, :/1871

g
(x, ,x, )=0 & W, :/lbx— (31)+(32)+(33)
x.)=0 g=f(x.5,)

\

Observe-se que a equagdo (33) é a prdpria restricdo ao problema.
Dividindo (31) por (32) vem

dq dq
W, &Tl W a—xi—
szlﬁ ou seja Z_E
ox, ox,
De onde
dg  dq
d, o, PM, PM,
—= , isto é =
W, W, W, W,
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Esta expressao, que estabelece que a razdo da produtividade marginal
de cada factor pelo respectivo preco deve ser igual ao quociente da
produtividade marginal do outro factor pelo seu prego, ¢ pois a condi¢do
necessdria para a determinacdo do custo minimo, condicionado a um dado
nivel de producdo.

Condicao Suficiente

Neste caso teremos de construir o determinante Hessiano orlado (ver
resultado expresso em ii) do capitulo “fun¢des com virias varidveis em que
as restrigOes sdo expressas por igualdades™).

Como temos apenas uma restri¢gdo (m=1) a condicio suficiente requer
que todos os menores principais desse determinante sejam negativos. Ora

o 9

oKX, o,

A=t a5t A
ox, o, o, ox,
i‘l_ » 2q ) 9%q
ox, ox, dx, oy’

Neste caso s6 hd um menor principal orlado, a saber ’E’ = ‘ﬁ' (temos
n=2 e m=1). Entéo, a condigédo suficiente para que ocorra a minimizacio do
custo para um dado nivel de producdo € que Iﬁ' < 0. Mas, de (31), (32) e
(33) vem

o omom
A A
H=|2 -2 A
A ox,” ox,ox,
2 2
W2y d°g ) J z
A dx, 0x, ok,
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Atendendo as propriedades dos determinantes,

0 W, W,
=ty -22L 04
PE x> I, I,
v, 204 ;9%
) ox,dx, ax,”

De onde, a condicdo suficiente toma a forma

0 W, W,
d°q d°q
W, Hl&xlz -4 .o, <0 (34)
d°q d°q
2 _/1 - 2
W, 2, ox, A ENE

S6 depois da determinag@o do ponto éptimo podemos chegar a fungio
custo uma vez que esta traduz a optimizacdo; ou seja, a funcdo custo € a
curva que contem os pontos Optimos.

2
. . . d°g
Convem referir que, embora as derivadas parciais cruzadas e
I, 0x,
d’g
B tenham sido calculadas separadamente, elas sdo iguais desde que
204

sejam ambas continuas. Este resultado ¢ conhecido como Teorema de
Young.
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Neste caso, a ordem pela qual a diferenciacio parcial é feita torna-se
d°q d°g
dx,dx, .o,

irrelevante, uma vez que

Resumindo:

Dada a fungdo produgio g = f (x,,x,) e aisocusto C=w x; + w,x,
podemos, recorrendo as condi¢es necessarias para a determinacio do ponto
optimo, relacionar os inputs tal que x, = g(x,), sendo g uma fun¢do. Uma
vez satisfeita a condi¢ao suficiente e substituindo x, na fun¢do g, obtemos
g em funcio de x,; ou seja ¢ =h(x,) e logo x, =h~'(g). Exprimindo
ainda x, em funcdo de ¢ ¢ substituindo na isocusto, encontramos
finalmente a fungdo custo total C=r(g) (fungdo Sptima). Isto é, em

situagcdo 6ptima, a fungdio custo relaciona os custos com as quantidades
produzidas.

Um Exemplo Final

Uma empresa produz com uma fungio produgio Q = 4K~ JL , onde
K e L representam capital ¢ trabalho, respectivamente. Se o preco de uma
unidade de trabalho € | e o preco de uma unidade de capital € 2, que
quantidade de capital ¢ de trabalho deve ela empregar se o seu objectivo €
minimizar o custo?

Resolucao:

Consideremos a empresa a utilizar apenas os bens “capital” e
“trabalho”.

Pretende-se minimizar C = L +2K sujeita a restricdo Q = AK*L .
Construa-se o Lagraneeano

F=L+2K+MQ-4K’JL)
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Comecemos por estudar as condi¢des necessérias.

Atendendo ao sistema 7.1, obtemos

(OF 1

=

—=1-2AK"—==0 A=

JL JL 2K?

Iy kT =0 o] a=—"!
oK 4K\L
%:Q—éle\/Z:O Q=4K*VL

~

Igualando os valores de A, podemos exprimir o capital em funcio do
trabalho.

JL 1

2K*  4AKL

&= 4KL =2K"

Logo K=2L.

Substituindo na func¢do producio podemos exprimi-la apenas como
fungio de L

O=16VI

Passemos agora a condicdo suficiente.

Utilizando as condi¢des de segunda ordem e atendendo ao Teorema de
Young, temos sucessivamente,

111




oK*
o0 7’0 K’
a—— SK L o) =
oK VL JL NI

R _2K° 9'Q JQ 4K
oL L JLOK OKIL L

........... (Teorema..de.. Young)

Construa-se e calcule-se o hessiano orlado ¢ exprimam-se os resultados
em funcio de L.

0 1 2 0o 1 2
T GO Y'Y G U PR S | S
N3 JL 2w L L
1 , 12
2 _MKﬁ ~A8VL %

Mas entio a condi¢do suficiente é satisfeita, uma vez que — é

Rl
L

negativo (supomos que, para haver eficiéncia o trabalho € positivo).

Exprimindo agora o capital e o trabalho como funcio de Q,
encontramos

ey ey
L= [16] e K=2 [16)

Finalmente, substituindo no custo encontramos a funcdo custo total que

2
procurdvamos. Donde C=23 [E) é a funcio &ptima procurada.

112




Bibliografia:

Casson, M. (1973) Introduction to Mathematical Economics. London,
Willian Clowes & Sons.

Chacholiades, M. (1986) Micro-economics. London, Collier Macmillan
Publishers.

Chiang, A. (1982) Matematica para Economistas. Sdo Paulo, McGraw-
Hill.

Frank, R. H. (1994) Microeconomia ¢ Comportamento. Lisboa,
McGraw-Hill.

Garofalo, G. L. e Carvalho, L. C. P. Teoria Microecondémica. Sio
Paulo, Editora Atlas S. A.

Henderson, J. M. e Quandt, R. E. (1972) Microéconomie. Paris, Dunod.

PisKounov, N. (1979) Calculo Diferencial e Integral. Porto, Lopes da
Silva Editoras.

Rao, S. S. (1979) Optimization Theory and Applications. Calcutta,
Wiley Eastern Limited.

Varian, H. R. (1984) Microeconomic Analysis. London, W. W. Norton
& Company.

Varian, H. R. (1990) Intermediate Microeconomics. London, W. W.
Norton & Company.

113




	rosto1996.pdf
	3artigo.pdf

