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RESUMO:

O presente artigo faz parte de um dos temas discutidos no
concurso de provas publicas para professores-adjuntos do ensino
superior politécnico realizado em Dezembro de 1994. Apds a
introdugdo de alguns conceitos basicos, passa-se ao estudo da
irredutabilidade de um polinémio, do ponto de vista dos corpos dos
nameros complexos, reais e irracionais.
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Anel de polinémios, grau de um polinémio; fungéo polimonial: raiz de
um polinémio; factorizagdo de um polinémio; polinémio irredutivel.
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PRELIMINARES

O que € um polindmio?
Em cursos elementares de algebra definimos muitas vezes

. ~ 2 :
polinémio como uma expressdo da forma x* ——=x* ou, mais

genericamente, a,x" + an_lx”"1+...+a1x+ a, em que 0S a; Sao
chamados coeficientes e sdo usualmente numeros reais. Por esta
defini¢do, x € um polinémio.

Mas o que € “x™

A resposta mais vulgar € a de que “x” é uma incdgnita; isto €,
um ndmero pertencente a0 mesmo conjunto dos coeficientes mas que
ndo esta especificado.

Outra resposta a questdo “O que é x?” ¢ dada, pondo em

destaque que o que realmente tem significado é uma fungéo f, cujo

valor em x é dado, por exemplo, por f(x)=x" - %xz. Neste sentido

“x” é afinal o nome genérico de um elemento do dominio da fungdo. A
esta fungdo chamamos fun¢io polinomial, definida sobre um corpo e
que toma valores nesse corpo. (Por exemplo, fun¢des reais de varidvel
real). Através desta perspectiva podemos até dar uma definigdo
recursiva de fun¢io polinomial:
Seja K um anel comutativo.

Chamamos func¢des polinomiais a todas fungdes f:K — K tais
que

i) Para cada k€ K a fungdo constante f(x)=kcom xeK ¢
uma funcio polinomial;

ii) A fungdo identidade f(x)=x para todo o x€ K, é uma
fungdo polinomial;

ii1) Se f(x) e g(x) sdo fungdes polinomiais, entdo também sdo
fungdes polinomiais (f + g)(x)= £ (x) + g(x) e (f-8)(x) = f (x).g(x)

Observe-se que esta defini¢fio inclui tdo somente as fungbes do
tipo a,x" +a, x"'+..+ax+a,.
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Mas as vezes dois polindmios distintos induzem a mesma
funcdo, logo esta correspondéncia ndo seria sequer aplicagdo. Por
exemplo, x e x* sdo dois polindmios distintos que ddo origem a mesma
funcdo em Z

Outra resposta a questdo “O que € x?” pode ser a de que € um
simbolo. E o que representa?

A abordagem que vamos aqui seguir, comec¢a por definir
polinémio para finalmente chegar a defini¢do de func¢do polinomial,
pretendendo que a resposta a questdo anterior seja pelo menos nio tao
embaragosa.

ANEIS DE POLINOMIOS

Definic¢ao 1

Seja (A,+,.) um anel. Chamamos polindémio f sobre A, a toda a
sequéncia do tipo {(a,,q,,...,q,,...):a, € A} onde apenas um
ndmero finito de termos é ndo nulo. Como consequéncia, verifica-se
que, para cada polindmio nédo nulo f, existe um inteiro ndo negativo n
tal que a, #0 com a; =0,Vj>n. Ao nimero inteiro n chamamos

grau do polindémio f, que representamos por gr(f)=n e a a, chamamos
coeficiente principal de f.
(Por questdes de notagdo e de agora em diante, sempre que nio haja

perigo de confusdo, representaremos o anel (A,+,.) simplesmente por
A)

Definicao 2
No conjunto de todas as sequéncias {(a,,4q,,...,a,,...):a, € A}

definimos duas operacoes, a saber:
(ay,a,,...)® (by,b,,...)=(a, + b,,a, +b,,...)
(a,,a,,...)® (by,b,,...)=(c,,c,,...) onde

Co = ayb,

' Como caso particular, refira-se que o grau do polinémio nulo nio est4 definido.
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¢, = ayh, + ab,
¢, =ayb, +ab, +a,b,

c,= X ab

i+j=r

Teorema 1

Seja A um anel. Entdo o conjunto dos polinémios sobre A,
munido das operag¢des @ e ® atras definidas, ainda € um anel, a que
chamamos anel de polinémios.

Demonstragao:

A verificacdo de que a adigdo de polindmios forma um grupo
abeliano, resulta imediatamente da prépria defini¢do da operagdo ©
. feita termo a termo sobre as sequéncias e do facto de A ser grupo
abeliano. O zero do anel é a sequéncia do tipo (o,0,...,0,...) € a que
chamamos polinémio nulo.

Para provar a associatividade da operagio &, teremos de provar
que f® (g®h)=(f®g) ®h onde f, g, h sdo polinémios sobre A. Para a
demonstragdo calculemos o r-ésimo termo de cada membro. Sejam
f =(ay,a,,.--) , g=(by,b,...) € h=(cy,c;,...). O p-€simo termo
de (g®h) € dado por Ebi c; . Donde, o r-ésimo termo de f& (g&h)

i+j=p

m
2 aqrp = 2 aq(Zbin): zaq(bicj)

qg+p=r ptg=r i+j=p i+j+g=r

Analogamente, o r-ésimo termo de (f¥g)®h vem

2 $€; = 2 (2 a,b;)c; = E(Cqui ),

I+j=r +j=r qg+i=l q+it+j=r

vE

Para provar a distribuitividade da operagio ® relativamente a

operacio @®. temos de provar que f&(gDh)=(fRg)®(f®h) Calculando
os termos de ordem r de cada membro, encontramos

2‘% (b, +¢;)e Eajbj + Eaicj respectivamente.

i+ j=r i+j=r i+j=r
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Pela distribuitividade em A tiramos a conclusio pretendida. &

De modo a que a abordagem adoptada se aproxime da visdo
usual dos polinémios, introduzimos de seguida algumas notagdes.
Designemos por ax’ o polinémio (0,0,...,a,0,..)onde a é o (r+1)-ésimo
termo do polindmio. Assim, por exemplo, ax0=( a0,.) e
ax'=(0,a,0,...).

Entdo, se f € um polinémio de grau n (a,,4,,...,a,,0,...) pode
tomar a forma ayx’+ax'+..+a x" . Simplificando a escrita e
representando simplesmente por a o polinémio ax’ e por ax o
polinémio ax’  verificamos entio que qualquer polinémio
(ay.a,,...,a,,0,...)pode ser escrito como a, +a,x+...+a,x" ; é esta
convengdo que estabelece a ligagao entre a definigdo 1 e a definigdo de
polinémio que j4 conheciamos.

Designemos a partir de agora e pelas razdes apontadas, por A[x]

o anel dos polindmios sobre A na indeterminada x. Os elementos de
A[x] sdo geralmente representados por letras mintisculas ,por exemplo

S ou mais geralmente por f{x). Aos elementos de A identificados com
Alx] chamamos polinémios constantes.?

Outra forma de relacionar as duas defini¢es dadas tem por base
0 seguinte teorema:

2 Repare-se que a defini¢do agora dada de polinémio € coerente com a defini¢do

usual de polinémio. Assim, dados os polinémios p,(x)= x*=3x+2 e
D, (x)= X +4x® -3xr+1 a sua soma €é o  polinémio

P, (x) =x° +4x* = 2x* + 3x— 1 . Utilizando a defini¢io 1, temos p;=(2,-

3,1,0,0....) p,=(1,0,-3,4,0,1,0,0,...) € pi+p>=(3,-3,-2,4,0,1,0,0,...) que representa p;
na nova notagao.
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Teorema 2
Seja:
Q:A— A[x]
r— (r,0,...). Entdo ¢ € um monomorfismo.

Demonstragio:

Queremos provar que Q(r+s)=Q(r)@@(s) e ainda que
@(rs)=p(r)®@(s) para todos os elementos r,s de A. Ora, por construgao
@(r+s)=(r+s,0,0,...) e pela defini¢do 2
PMDe(s)=(r,0,...)8(s,0,...)=(r+s,0,...).

De modo andlogo provariamos a segunda relagdo. &

Como consequéncia do teorema @(A)={(r,0,...) re A} € um
subanel de A[x] isomorfo a A, o que justifica a equivaléncia das duas
defini¢des.

No que se segue, utilizaremos pois a notagao
ax"+a, x""'+.+ax+a, em vez da notagdo indicada na definigdo

1, tendo sempre em conta que um polinémio pode ser encarado como

uma sequéncia de coeficientes”.

GRAU DE UM POLINOMIO

Recorde-se que ao introduzirmos na defini¢do 1 a nog¢do de grau
de um polinémio, associamos a cada polinémio nio nulo, um nimero
inteiro ndo negativo. Por convengado tome-se gr(0)=-co.

Onde 0 representa o polindmio nulo. Temos assim:

gr: AlX]— Z; U {0}
f—gr(f)=n

> A partir de agora e caso nio haja dividas, representaremos apenas por + e X as
opera¢des definidas na definicao 2.
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Ainda por convengdo (-eo)+(-c0)=(-c0) com (-e0)<n, sendo » um
nimero inteiro nao negativo.

Proposicao 1
Sejam f,ge A[x]. Entdo gr(f + g)<max{gr(f),gr(g)} e
grifxg)< gr(f)+gr(g)

Teorema 3
Se A € um dominio de integridade entdo A[x] é um dominio de
integridade e nestas condigdes gr( fxg) = gr(f)+gr(g)Vf,g e A[x]

Demonstracio:

No teorema 1 foi ja demonstrado que, sendo A um anel, também
Alx] € um anel. Por outro lado, ¢ imediato que, se A é um anel
comutativo com elemento unidade, também A[x] € um anel
comutativo cujo elemento unidade € o polinémio constante 1 (distinto
do polinémio nulo). Falta provar que, se A nio tem divisores de zero
também Alx] ndo tem.

Para tal, considerem-se dois elementos f ¢ g de A[x], ndo

nulos, tais que
f(x)=a,x" +a, x""+.+a,x+a, coma, #0
e g(x)=b x" +b, x""'+. . +bx+b,comb_ #0

n+m

Entdo, por defini¢do, (fxg)(x)=c,, ,x" "+..+cx+c, onde os

ci se determinam de acordo com a defini¢do 2. Como A € dominio de

integridadee a, #0 e b, #0 , tem-se a,b,, #0 .Mas a b _=c,,, .
Logo fxg #0. Provimos assim que, sendo f e g dois elementos

ndo nulos de A[x] se tem fxg #0 o que prova ndo existirem divisores

de zero em A[ x ]. Conjugando este resultado com as conclusdes
anteriores, fica provado que A[x] é um dominio de integridade.
Do que foi dito podemos também concluir que

gr(fxg)=n+m=gr(f)+gr(g)Vf,ge Alx] c.qd.&
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FUNCOES POLIMONIAIS

Definicao 3
Seja A um anel. Uma fungdio y:A— A diz-se uma fung¢do

polinomial se existe um polinémio a, x" +a, x" " +.+a,x+a, de
Alx] tal que, para todo 0 be A se tem
wb)=ab" +a,_ b +.4bx+b,.*

POLINOMIOS SOBRE UM CORPO

Iremos falar de seguida de polindmios sobre um corpo, dado
que, de um certo modo, podemos dizer que o anel Al[x]€
particularmente “bem comportado” quando A € um corpo.

Teorema 4

Seja K um corpo e sejam fgeK[x] dois polinémios. Sendo
g # 0 existem g,re Kfx] tais que f=gqg+r onde gr(r)<gr(g) ou r=0. Os
polinémios ¢ e r assim definidos sdo Unicos.

Demonstragio:

1? parte: demonstracdo da existéncia dos polinémios g € r.

E claro que, se f=0 entiio o teorema verifica-se trivialmente com
g=r=0. Suponhamos f #0 e seja gr(f)=n ¢ gr(g)=m. Note-se que, se
n<m entdo basta fazer g=0 e r=f. Consideremos entdo n=m. Vamos
proceder por inducdo sobre n. Se gr(f)=0, isto &, se n=0, vem gr(g)=0
pelo que os polindmios sdo constantes. Nesse caso a existéncia de g e
r estd garantida, uma vez que K € corpo. (Recorde-se que, num corpo,

* Cada polinémio f (x) = anx” + an_lxn_1 +...+a,x + a, pode obviamente ser
associado a fungfio definida em A cujo valor em b€EA ¢ dado por
a,b" +a, b""+..+bx + b, ¢ que notaremos por

f®)=ab" +a_b"" +.+ab+b,.
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as equacdes do tipo ax=b t€ém uma unica solugdo do tipo a’'b). De
facto, sendo f=a e g=b, com q,beK e b # 0, basta fazer r=0¢ q=ab'1.
Admita-se agora a veracidade da proposig¢io para todo o f tal que

gr(f)<n. Sejam f(x)=a,x" +a, x"'+.+a,x+a, coma,  #0

e g(x)=b,x" +b, _,x""'+..4+bx+b, com b, #0

-1 _ .
x"™™ . Obtem-se assim:

Consideremos o polindmio g, =a, b,
f=gq1+r1 )
com r;=f-gq; onde gr(r;)<n ou r;=0.

Pretendemos provar que a proposi¢cdo ainda ¢ valida para
gr(f)=n.

Ora, sendo ainda r;eK/[x]. e por hipétese de indugfo, existem
polinémios g, e r» de K[x] tais que rj=gg,+r; com r;=0 ou
gr(r2)<gr(g). Substituindo em (1) vem f=gq;+gq.+r> ou seja
f=g(q1+q2)+r, . Fazendo g=q;+q, e r=r; tem-se finalmente
gr(r)<gr(g) ou r=0, o que da por findo o processo de indugio e
demonstra a existénciade g e r.

2*parte:.demonstrac@o da unicidade de g e r

Por absurdo, suponhamos que g € r ndo eram (nicos; isto €,
f=gq+r com r=0ou gr(r)<gr(g)
f=gq’+r’com r'=0ou gr(r’)<gr(g) (com g#q' ou r#r").

Mas entdo gg+r=gq’+r’ . Pelas propriedades do corpo g(q-q’)=r’-r .
Pelo Teorema 3,

gr(glq-q’))=gr(g)+gr(q-q’). Logo gr(g)+gr(q-q’)=gr(r’-r).

Por outro lado, pela proposicdo 1, gr(r'-r)<max{gr(r'),gr(r)} .
Mas, por hip6tese, max{gr(r'),gr(r)} < gr(g).

Logo gr(g)+gr(g-q’)<gr(g) ; ou seja gr(q-q’)<0 . Mas entdo
gr(q-q’)=-=o; atendendo as convengdes feitas resulta g-g =0 e portanto
g=q’. Donde resulta, f=gq+r ¢ f=gq+r e finalmente r=r’, como
pretendido. &
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POLINOMIOS DE VARIAS VARIAVEIS

Antes de continuarmos 0 nosso estudo sobre polinémios e sua
factorizagao, fagamos referéncia, ainda que breve, a polinémios de
vdrias variaveis,

Consideremos o polinémio x* +xy + y* . Podemos considera-lo
como um polinémio em y com coeficientes em A[X ] Tal afirmacao
tem sentido, bastando fazer B=A[X] que é um anel, tal que
BlY]= AlX.Y]

Se agora considerdssemos o polinémio z'x+2(x+y)z

podiamos, de um modo idéntico, pensi-lo como um polinémio em 2
com coeficientes em A[X,Y] e que notaremos por A[X,Y,Z] . A

defini¢do € indutiva.

Definicao 4
Seja A um dominio de integridade e seja AP=A. Define-se

indutivamente A™ tal que A™ = A" "[X] .

De outro modo, se fe A™ entdo f pode ser escrito como uma
sequéncia (ag,ay,...) com a, € A" (Isto é, cada a; é ainda uma outra
sequéncia e assim sucessivamente).

RAIZ DE UM POLINOMIO. TEOREMA DA FACTURIZACAO.

Defini¢ao S
Seja fe A[X] onde A é um dominio de integridade. Chama-se

raiz de f a todo o elemento ce A tal que f{c)=0.

Apresentamos de seguida um teorema que caracteriza as raizes
de um polinémio de K[ X |, sendo K um corpo.
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Teorema 5 (Teorema da factorizacao)
Seja K um corpo ¢ fe K[X]. Entdo aeK € uma raiz de f se e s6

se x-a € um divisor de f.

Demonstracio:

=)
Suponhamos que a € raiz de f. Consideremos um polinémio x-a. Pelo
teorema 4, sabemos que exstem polindmios g,r€ K[X ] tais que f=(x-

a)q+r com r=0 ou gr(r)<I. Ou seja, r=0 ou r é uma constante. Em
particular e para x=a, tem-se fla)=(a-a)q(a)+r e logo fla)=r.

Como, por hipétese a € raiz de f, resulta r=f{a)=0. Concluimos
assim que o resto da divisdo de f por x-a € igual a zero; ou seja, f €
divisivel por x-a.

(<)

Para provar a implicacdo em sentido contririo, comecemos por
admitir que x-a é um divisor de f. Isto é, que existe g€ K[X] tal que

f=(x-a)q. Em particular, fla)=(a-a)q donde resulta f{a)=0. Mas tal
significa que a € raiz de f, como queriamos provar. &

Definicdo 6
A raiz a de um polindmio f diz-se de multiplicidade & se (x-a)k é
um divisor de f mas (x-a)*' ja ndo ¢ divisor de f.

Teorema 6
Seja fe K[X] e aek.

a é uma raiz de f de ordem de multiplicidade r se e s6 se f=(x- a)'q
onde q€ K[X] e tal que a ndo é raiz de g.

Demonstracgio:

=)

Ora, por definicdo, sendo a uma raiz de f de ordem de
multiplicidade r, sabemos que (x-a)" é um divisor de f. Em particular
f=(x-a)’q para algum ge K [X ] .Queremos provar que a ndo € raiz de
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q. Por absurdo e se tal acontecesse entdo g era divivel por x-a e

poderfamos escrever g=(x-a)q’ para algum ¢’e K[X]. Mas entfio

r=(x-a)’” qg’ e (x-a)r” dividiria f o que contradiz a defini¢do de a ser

raiz de ordem de multiplicidade r. O absurdo resultou de se ter suposto
que a era rafz de g. Logo, concluimos que a nio € raiz de g, como
pretendiamos.

(&)
Para provar a implicagdo contriria, consideremos f=(x-a)q ,
com ge K[X]. Por absurdo, suponhamos que a é uma raiz de f de

ordem de multiplicidade m, com m>r. Por definicio f=(x-a)"q; , para
algum g€ K[X]. Mas entdo e pela transitividade, (x-a)’q=(x-a)"q; .
donde (x-a)""q;=q , com m-r>0, o que significa que a é raiz de g, o
que contraria a hipdtese. O absurdo resultou de se ter suposto que a
era rajz de f de ordem superior a r. Logo podemos concluir que a é
raiz de f de ordem de multiplicidade r, como pretendiamos. «&

Outro teorema essencial da teoria de aneis de polindémios diz
respeito ao nimero de raizes de um polindmio.

Teorema 7
Seja K um corpo e fe K[X]. Se gr(f)=n , com n>0, entfo f tem

no maximo, n raizes distintas em K.

Demonstracio:

Vamos proceder por indugdo sobre n.

Se gr(f)=1 entdo tem-se f=ap+a;x ¢ —aoa[] € a unica raiz de f.
Logo a proposi¢ao € verdadeira para n=]. Admita-se a proposic¢io
verdadeira para n-1; isto €, que se um polinémio tem grau n-I, entdo
tem, no maximo, n-I raizes distintas.

Seja f tal que gr(f)=n. (E claro que se f ndo tem nenhuma raiz, o
teorema fica imediatamente demonstrado). Suponhamos entdo que f
admite pelo menos uma raiz, seja a. Pelo teorema da factorizagéo,
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existe g€ K[X] tal que f=(x-a)q. Pelo teorema 3 e atendendo a que

todo o corpo € domifnio de integridade, podemos escrever
gr(f)=gr(x-a)+gr(q) ; ou seja, n=I1+gr(g). Logo gr(q)=n-1 . Por
hipétese de indugdo, g tem no méiximo n-I raizes distintas. Mas,
porque f=(x-a)g qualquer raiz de f, distinta de a, € também raiz de g,
pelo que se pode concluir que f tem, no maximo, n raizes distintas.
c.q.d. &

Antes da defini¢do propriamente dita de polindmios irredutiveis,
vamos introduzir novos conceitos.

Definicao 7

Seja A um anel comutativo com elemento identidade /. Um
elemento e de A diz-se uma unidade se c.e=I=e.c, para algum c de A.
Designamos por U(A) o conjunto de todas as unidades de A.

Definicao 8

Seja A um anel comutativo com elemento identidade I e seja b
um elemento de A. Um elemento a de A diz-se um associado a b se e
sé se a=be , onde e € uma unidade.

Definicao 9

Seja A um dominio de integridade. Um elemento r de A diz-se
irredutivel se :

1) re U(A)

ii) Se r=ab, entdo ou a é uma unidade ou b € uma unidade.

Defini¢ao 10

Um dominio de integridade A diz-se um dominio_de
factorizacdo Unica (DFU) se:

i) Todo o elemento a € A\ {0} admite uma factorizagdo do tipo

a=u.a;.a....a, onde ue U(A) , n20 e a; é irredutivel, para i=1,...,n.

202




Polinémios e Fungdes Polimoniais. Factorizagdo no Anel dos Polin6mios

ii) Tal factorizacdo ¢é unica; isto €, se w.a,az..a, =
w.a'pa's..a, com u,u'€elU(A) , n20, m=0, a; 3 irredutiveis,
para i=],...,n e j=1,..,m entdo n=m e existe uma permutacao 1 de
{1,2,...,n} tal que g; € associado de @’ ).

Definicio 11
Seja A um dominio de integridade e v uma fungio tal que
viA— Z," e que verifica as condigdes:
a) Vae€AVbe A\{0},3gq,re Aia=bg+r com r=0 ou
v(r)<v(b)
b) Va,be A\ {0},v(a)<v(D)
A estrutura formada pelo dominio de integridade A munido da
funcdo v assim definida chamamos dominio euclediano.
Como consequéncia desta defini¢do e do que até aqui foi visto,
podemos concluir que “Se K € corpo, entdo K[X ] munido da fung¢do

grau, € um dominio euclediano”

Definicao 12

Seja K um corpo e pe K[X] . Diz-se que p ¢ um polinémio
irredutivel sse:

i) p ndo € um poliné6mio constante;

ii) Para todos os g,he K[ X | se p=gh, entdo ou h € um polinémio
constante nio nulo ou g é um polinémio constante ndo nulo.

A questio seguinte é a de saber quais sdo os polinémios
irredutiveis em K [X ] Antes porém verifiquemos que:

Proposicio 2
Se pe K [X ] é um polinémio de grau um, entdo p € irredutivel.
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Demonstragio:
De facto, se p é um polinémio de grau um, entdo p nio é
constante. Falta provar que, se p=gh com g,he K[X], entdo g é um

polinémio constante ndo nulo ou 42 é um polinémio constante ndo
nulo.  Suponhamos, por exemplo, que g nido é um polinémio
constante. Logo gr(g)=1 . Por absurdo, suponhamos que 4 também

nao € um polinémio constante € logo gr(h)=1 . Pelp teorema 3
gr(p)=gr(g)+gr(h) . Logo gr(p)=2 o que contradiz a hipdtese. O
absurdo resultou de se ter suposto que s ndo era constante. Logo A é
um polinémio constante . c.q.d. &

Proposicao 3
Seja ueU(A) e veA tal que u=kv para algum k€ A. Entio
velU(A).

Demonstragio:

Queremos provar que existe v'e A tal que v.v'=1=v".v. Ora,
por hipotese, du'e Aiu.u'=1=u'.u . Substituindo atrds, vem
I=u.u'=(kv).u'=(u'k).v; pelo que basta tomar v'=u'k .

De modo analogo procederiamos para a outra igualdade. &

Iremos de seguida abordar a questdo dos polindmios irredutiveis
nos casosde C| X |,R[X ],Q[X] .

POLINOMIOS IRREDUTIVEIS C| X |

O teorema basico que permite determinar os polindmios
irredutiveis em C[X] é conhecido pelo teorema fundamental da

algebra .
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Teorema 8 (Teorema fundamental da Algebra)
Todo o polinémio pe C[X] de grau superior ou igual a um,

tem uma raiz em C.

Para a demonstra¢do, ver “A concrete introduction to higher
algebra” de Lindsay Childs; 1979, Springer Verlag.
Como consequéncia apresentamos o corolario seguinte:

Corolario
p€ C[X] é um polinémio irredutivel se e s6 se gr(p)=1
(Isto é, em C os Unicos polinémios irredutiveis sdo do primeiro grau).

Demonstracao:

J4 vimos que se o grau de p é um, entdo p € irredutivel. Falta
provar a implicacio contriria; suponhamos que pe C[X] é um
polinémio irredutivel. Entdo gr(p)=1 . Logo, pelo teorema

fundamental da dlgebra, p tem uma raiz em C.Designemos por o tal
raiz. Por outro lado e atendendo ao teorema 5, p=(x-t)g , par algum
qe C [X ] . Ora, como p € irredutivel e (x—a)e U (C[X ]) resulta, pela

proposicdo 3 que geU (C[X ]) . Mas entdo ¢ € um polinémio

constante ndo nulo e logo gr(p)=1. c.q.d. &

POLINOMIOS IRREDUTIVEIS R[X |

Analisemos o estudo da irredutabilidade de polindmios com
coeficientes em R 2 luz do resultado seguinte.

Teorema 9
pE R[X ] é um polindmio irredutivel se e s6 se gr(p)=1 ou

p=ax2+bx+c comaz0e¢ b’ —4ac<0
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(Isto €, os polinémios irredutiveis em R[X ] sdo os de primeiro grau e
todos os de segundo grau cujo binémio discriminante € negativo).

Demonstragao:
=)

Seja pe R[X ] um polindémio irredutivel . Entdo gr(p)>1. Se
for gr(p)=1 o teorema fica provado. Caso contrdrio, suponha-se
gr(p)=2 2. Pelo teorema 8 e porque RC C, p tem pelo menos uma raiz
complexa. Seja o tal raiz. Entdo podemos escrever o =w+ si com
s#0.Seja h=(x—-a)x- a) com « =w — si Efectuando os calculos
facilmente se verifica que entdo /€ R[X|\{0}. Entdo e pelo teorema
4, existem q,re R[X] tais que p=hqg+r com r=0 ou gr(r)<gr(h)
sendo gr(h)=2. Suponhamos gr(r)<2; isto é, r=a;x+ap com a,,a, €R.
Por outro lado e como & € raiz de p tem-se p(a)=0. Portanto
O=p(0)=(hg+r)( o)=h(a)q(a)+r(c)=r(cx) .

Isto é, r()=0

ou seja a;{ a)+ap=0
a(w+si)+ap=0
(a,+aw)+a;si=0

Donde resulta (a,+a;w)=0 ¢ a;5=0 .Como s# 0 resulta a;=0 ¢
portanto ap=0. Mas entdo r=0 donde p=hg, com he R[X]\{0},

qE R[X ] e gr(h)=2. Como, por hipdtese p é irredutivel, tem-se que g

¢ um polinémio constantc ndo nulo, donde gr(h)=gr(p)+gr(q)=2+0=2
Seja p=ax’+bx+c . Como sabemos este polindmio tem duas

—b+ b - 4ac _ —b-~b® - 4ac

raizes, o, = e o,
2a

5 , que sO sdo
a

reais se b> —4ac>0 . Mas, se tais raizes fossem iguais, o polinémio
p poderia ser escrito p=a(x—«,}x—,) , com a constante, 0 que

contraria a hipétese de pe R[X| ser um polinémio irredutivel. Logo
b* —4ac<0.
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(=)

J4 vimos que, se gr(p)=1 ento p € irredutivel. Suponha-se entéo
p=ax2+bx+c com a#0 e b* —4ac<0. Logo p ndo é uma unidade.
Sejam f.ge R[X| tais que p=fg; e gr(p)=2. Ou seja, gr(f)+gr(g)=2 .
Portanto, ou gr(f)=2 ¢ gr(g)=0 ou gr(f)=1 e gr(g)=1 ou gr(f)=0 e
gr(g)=2. Mas, se fosse gr(f)=gr(g)=1 ¢ sendo p=fg, resultava que p

tinha duas raizes reais o que contradiz o facto de b° —4ac<0.
Concluimos entao que

p=fe=(gr(f)=2Agr(g)=0)v (gr(f)=0ngr(g)=2).
Ou seja, p= fg= g U(R[X])v f e U(R[X]).
Resumindo, provamos que:
i) pe U(R[X])
iiy Vf,geR[X] p=fg= f¢ um polinémio constante néo

nulo ou g é um polindmio constante ndo nulo; c.q.d. &%

POLINOMIOS IRREDUTIVEIS Q[ X |

Vimos anteriormente como resolver o problema da determinagéo
de polinémios irredutiveis em C[X] ¢ em R[X] .Vejamos o que se

passa em Q[X ] . Ora, até hoje, ninguém conhece uma resposta para a
questio “Quais os polinémios irredutiveis em Q[X]?” O que se
conhece sdo apenas condigdes suficientes. Assim, sendo fe Q[X]

basta multiplicar o polinémio f por um inteiro suficientemente grande
para que todos os coeficientes resultem inteiros. O polinémio assim
encontrado tem exactamente as mesmas raizes que o polinémio dado.
Ou seja, se conseguirmos factorizar o polindmio inicial com
coeficientes em Q, também conseguimos factorizar o polinémio
encontrado com coeficientes inteiros € queremos € saber se esta
factorizagdo € ou ndo irredutivel sobre os racionais. Seja

p=a, +ax+..+a,x" € Q[X| onde, para cada i=0,...,n a, = £i com

qi
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P, €Z,q,€Z\{0},md.c.(p,,q,)=1 . Seja ainda
t=mm.c.(q,,...,q,). Entdo t#0 e podemos escrever p tal que
p=1/(tp) com tpe Z|X|]. Ora p ¢ irredutivel em Q[X] se € s6 se tp
também € irredutivel em Z[X|. Para polinémios em Z[X] podemos
enunciar:

Teorema 10

pe Z| X ]¢ irredutivel em Q[X] se e s6 se p € irredutivel em
Z|x].

Para a demonstracdo, ver “Lectures in abstract algebra I” de
Nathan Jacobson; 1975, Springer Verlag.

Deste teorema podemos concluir que a determina¢do de
polinémios irredutiveis em Q[X ] pode reduzir-se a determinacio de
polinémios irredutiveis em Z[X].

O teorema seguinte € um critério que permite, sob algumas
condi¢des, determinar polinémios irredutiveis em Z[X].

Teorema 11 (Critério de Eisenstein)’
Seja p=a, +ax+..+a,x" com a, #0 e n=2 um polinémio
de Z[X]. Se existe um nimero primo & € Z tal que:

1) oXay,
11) o\a; com i=0,...,n-1
iii) o Xay

entdo p ¢ irredutivel em Z[X].

Antes da demonstra¢dio vejamos alguns conceitos preparatorios
do teorema enunciado.

5 O simbolo \ deve ler-se “divide”.
O simbolo X deve ler-se “nao divide”.
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Definicao 13
Seja D um dominio de integridade e r € s elementos de D. Diz-se
que r divide s (simbolicamente r\s) se existe k€D tal que s=kr.

Definiciao 14

Seja D um dominio de integridade e r um elemento de D. Diz-se
que r € um elemento primo em D se e s se:

1) r20e reU(D)

11) Dados a ,be D, se r\ab entdo r\a ou r\b

Posto isto, passemos a demonstrag@o do teorema anterior.

Demonstragdo (do critério de Eisenstein):
Por absurdo, suponhamos que p ndo é irredutivel em Z|X]|.

Entio existem polinémios ndo constantes, f e g de Z|[X]| tais que
p=fg.  Suponhamos  f =b, +bx+..4+bx",b, #0,r21 €
g=c,+c;x+..+c,x’,c, #0,5s21 e ainda, sem perda de generalidade

que r=s . Observe-se que € como consequéncia do teorema 3,
gr(p)=gr(f)+gr(g) o que implica n=r+s. Da prépria construgdo, resulta
a, =byc,
a, =byc, + byc,

a, =b,c, +bc,_,+..+b.c,

a, =b,c, +bc,_+..+b,c,

a,=b,c,

Por hipétese ii) 0y isto &, o\bocy . Como o € primo, oi\by ou
ol\cy . Podem entdo ocorrer trés situagdes:

1) al\bp € Oi\cg
2) ai\bg e aXcy
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3) oXbg e ol\co

Se ocorresse o primeiro caso, tinhamos b, =ka e ¢, =k'ct
com k,k’€Z Logo a, =b,c, = kak'c = kk'a® Mas entdo o\ay o que
contradiz a hipétese iii) . Ndo podendo ocorrer a situagio 1 € porque
se deve verificar a situag@o 2 ou a situagdo 3. Suponhamos que se
verifica a situagcdo 2. Entdo o\by e o\a; e a, =b,c, +b,c, 0 que
implica o\byco. Mas como 0Xcy e o € primo, terd de se concluir que
o\b; . Analogamente oi\bg € 0\b; € O\az € a, =b,c, +b,c, +b ¢, 0 que

implica 0\byCo . Mas como oXcy e o € primo, terd de se concluir que
ob . Continuando um raciocinio andlogo, concluimos que 0\b; com
J=0,...,r . Por ultimo e atendendo a que a, = b,¢, e a\b, conclui-se que
o\a, , 0 que contradiz a hipdtese 1.

Nédo podendo ocorrer nem 1 nem 2 é porque deve ocorrer 3.
Suponha-se entdo que 3 se verifica. Entdo o\cg e o\a; e
a, = b,c, + byc, 0 que implica ¢\bgc;. Mas como oXby ¢ o é primo,
terd de se concluir que o\c;. Mas entdo o\cp € 0O\c; € O\a; e

e

a, =b,c, +bc, +b c, o que implica a\byoc;. Como oXby e o €

primo, terd de se concluir que oic;. Continuando um raciocinio
analogo, concluimos que o\cy com k=0,...s. Por Gltimo e atendendo a
que a, =b,c, e O\cg, tem-se que c\a, o que é absurdo. O absurdo
resultou de se ter suposto que p ndo era irredutivel. Logo p €
irredutivel, c.q.d. &°

Vejamos outro exemplo.
Estude-se a irredutabilidade de x”+x"+x+x+1 sobre Q[X]. Ser4

que, mediante algum artificio poderemos aplicar o teorema de
Eisenstein a este polindmio? Faga-se a substituicio se x por x+1.

fFE+D=+D*+Ex+D’+x+ D+ (x+D+1

6 O teorema 11 & apenas um Critério € que nem sempre permite determinar
polinémios irredutiveis de Q[X ] . Por exemplo, x’+3 nio verifica as condigdes do

teorema e contudo € irredutivel sobre os racionais.
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fx+D=x* -5 +10x> +10x +5
Podemos agora aplicar o teorema, com o primo 5 e concluir que
fix+1) ¢ irredutivel. Mas entdo f{x) também & irredutivel uma vez

que,fazendo y=x+1 concluimos ser f{y) irredutivel.
Provemos um ultimo teorema.

Teorema 12
Seja f um polinémio tal que f =a, +ax+..+a,x",a, #0 . Se

LN p . :
— for uma raiz racional de f (com reZ e s€Z\{0} e r € s primos entre
{ S

| si) , entdo Aagp € s\a,.

Demonstragao:
ro, , . r ,
Se — ¢é raiz de flx) entdio f{—)=0 ; ou seja
) s

a, +a,(r/ s)+..+a, (r/ s)" + a, (rls)' =0

Desembaracando de denominadores, vem

s"ay +as"rera,_rstart =0
e logo

rlas" 4. ta, " ista, ") =—ays”

Mas entdio o primeiro membro da equagdo é multiplo de r, pelo
que também o segundo membro o €. Ou seja, Aaps” . Como, por
hipétese, r e s sdo primos entre si e s" tem um nimero finito de
divisores resulta que, ao fim de um ndmero finito de tentativas,

encontramos que n\ag .
De modo analogo, se tivessemos dado a expressao

-1 -1
sta, +a s r+.4a,_r"s+a,r" =0

a forma equivalente

s(ays” "+ ta, ;r"s) =—a,r"
e efectuando um raciocinio analogo, concluirfamos que s\a, , como
pretendiamos. &

- —— — ———
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Exemplo:
Estude-se a irredutabilidade de x*-3x-1 em Q. Comecemos entido

. o ~ . T
por construir todas as possiveis frac¢des do tipo — onde Aag e s\a, .
)

Ora, os Unicos divisores inteiros de a, € ag sd0 1 e -1. As possiveis
frac¢Ges sdo apenas 1/1 , -1/1 , 1/-1 , -1/-1 ; ou seja, o polinémio s6
pode ter duas raizes racionais, 1 e -1. Efectuando os célculos,
verificamos que f(1)#0 e f(-1)#0, pelo que nem 1 nem -1 s#o
raizes. Logo x’-3x-1 nfio tem rafzes racionais pelo que € irredutivel.

A laia de observacdo final, diga-se que nem sempre é tarefa ficil
decidir se um dado polinémio € ou n#o irredutivel, apesar de existirem
certas regras gerais.
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